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Résumé. Dans un domaine D de R?, pour une densité de probabilité ¢ assez réguliére et une matrice
de diffusion o autorisée & dégénérer, nous construisonslaloi Q° d' un processus ¢ (z) dz-réversible,
réflechi dans D et de matrice o. Cette construction est faite en utilisant laforme de Dirichlet associée,
€t une suite de processus approximants inspirée de Pardoux et R. Williams[23]. Sous des hypotheses
de type ‘contenu de Minkowski fini’ sur le bord de D, nous montrons que Q° est la loi d' une
semi-martingale dont nous donnons une décomposition. L’ identification avec une décomposition en
fonctionnelles additives permet de conclure quelaréflexion alieu dansladirection ‘ conormal€’ o*on,
ou n est la ‘normale’ construite par Chen [10] comme étant la direction de réflexion du brownien
dans la compactification de Kuramochi.

M ots clés: Processus réfléchi, matrice de diffusion degenérée, formes de Dirichlet, temps local.

Abstract. Onadomain D in R%, for asmooth enough probability density ¢ and adiffusion matrix o
which can degenerate, we construct the law Q° of a(x) dz-symmetric reflecting processin D with
matrix o. Therefore, we use the associated Dirichlet form and a sequence of approximating processes
already used by Pardoux and R. Williamsin [23]. Under mild conditions on the boundary of D (finite
Minkowski content), we provethat Q° isthelaw of asemi-martingale and provide its decomposition.
Comparing with the decomposition in additive functionals, we conclude that the processiis reflected
in the ‘conorma’ direction o on, where n denotes Chen's ‘normal’ (cf [10]), that is, the reflection
direction of the Brownian motion in Kuramochi compactification.

M athematics Subject Classifications (1991). 60J50, 31C25, 60J60, 60J55, 60J45.

Key words: Reflecting processes, degenerating diffusion matrix, Dirichlet form, local time.

1. Introduction

Quand on se donne un ouvert connexe D de R?, une probabilité 1 sur D et une
matrice de diffusion o (z) en tout point = de D, un probléme intéressant consiste a
chercher a construire un processus réfléchi ;i-réversible de matrice o dans D. La
normale au bord de D.

Danslecasol o = Id et ol du/dz = C®, ce processus s appelle le brownien
réflechi dans D. Si D est un ouvert a bord lisse, on dispose de constructions
probabilistes classiques (cf [17] pour le cas ou D est une demi-droite ou un demi-
espace, [27] pour le casol D est abord C?) et il est fortement markovien. Si D est
quelconque (de mesure de L ebesguefinie), Fukushimaamontré qu’ on peut encore
trouver une compactification D de D danslaguelle le brownien réfléchi réversible
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est fortement markovien (cf [13], voir également [25]). Le bord de D s'identifie
a la frontiere de Kuramochi. Si D est Lipschitz, ce n’'est autre que la frontiere
euclidienne (cf Bassand Hsu [3, 4]) et le brownien réflechi dans D admet alors la
décomposition

t
Xy =Xo+ B+ / n(Xs) dLSa
0

ou B est un brownien d-dimensionnel et ou n est la normale intérieure au bord de
D. L est un processus croissant qui ne croit que quand X est sur le bord 0D de
D: st = 1Xt66D st

Quand la matrice de diffusion o est non triviale (mais reste lipschitzienne),
Tanakaa construit un processus réfléchi de matrice o dans D, dansle casou D est
un ouvert convexe et ou laréflexion au bord se fait dansla direction de lanormale
(cf [28]). Lions et Sznitman ont &tendu ensuite ce résultat au cas ou la direction
de réflexion peut étre oblique et ou D est seulement ‘admissible’ (par exemple, D
abord lisse par morceaux avec des angles convexes; voir [20] pour une définition
plus précise de I’ admissibilité).

Lorsqu’on veut que le processus réfléchi obtenu soit réversible, un outil privi-
légié de construction est la forme de Dirichlet associée (cf Fukushima [14]). R.
Williams et Zheng ont utilisé laforme de Dirichlet

D(H) = HY(D)
1 2
Vi D) H(ff) =5 [ViPds,

pour construire le brownien réfléchi réversible commelimite d’ une suite faiblement
convergentedediffusionsdans D (cf [29]). Sous defaibles hypothésesderégularité
du bord de D (condition de Minkowski), ce brownien réfléchi dans D est une semi-
martingale (une CNS sur D pour que ce soit une quasi-martingale est donnée dans
[11]). Maiscen’est pas, dansle casgénéral, un processusfortement markovien. Ce
type de construction a ensuite été étendue par Pardoux et R. Williams [23] au cas
d'un processus réflechi faiblement markovien u-réversible de matrice de diffusion
o (avec o et p = du/dz assez régulieres et o localement uniformément elliptique).

Par ailleurs, pour D vérifiant une hypothese plus faible que celle de ‘con-
tenu de Minkowski’, Chen a construit un brownien réfléchi réversible fortement
markovien dans une compactification D de D qui, comme celle de Kuramochi,
rend (H, D(#)) réguliere. Ce brownien réflechi réversible admet |la décomposition
en semi-martingal e suivante

t
X, = Xo + B, +/ n(X,)dL,,
0

olI n est un vecteur unitaire défini en presque tout point du bord de D. Par analogie
avec lecasou D est Lipschitz, on dit encore que n est une ‘normale intérieure’ .
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Si o est uniformément elliptique et p = du/dx encadrée par deux constantes
strictement positives, on déduit de la decomposition du brownien réfléchi dans D
celle d’une diffusion réfléchie 1 réversible de matrice o dans D

t t *
X, = X0+/ o(Xs)st+/ M(Xs)ds
0 0 2p

+ [ o om (X p(x,) dL,

Laréflexion alieu ici dans la direction ‘conormale o*on, ou n est la‘normale
construite par le brownien.
Nous étudionsici le casou o n’ est pas suppose elliptique. A partir delaforme

D(E°) = {f € LA(D,u) [0V | € L*(D, )},

Vf,g € D(E®) &°(f,9) = %/Davf-Ungu,

dont on montre que c’'est une forme de Dirichlet, on construit la loi @° d'un
processus réflechi p-réversible dans D, dont le semi-groupe de transition est le
semi-groupe de Markov associé a (£, D(£¢)). Par un raisonnement analogue a
celui de [23], on montre que Q¢ est la loi d’une semi-martingale. Pour pouvoir
étudier le terme de réflexion en utilisant lanormale n de Chen, on se place ensLite
sur lacompactification D, en supposant (£, D(E¥)) réguliere sur D. Le processus
associ e se decomposeal ors en fonctionnellesadditives (cf [14]) et par identification
avec la décomposition en semi-martingale, on montre que la réflexion a bien lieu
dans la direction conormale et on obtient |’ expression de |la mesure de Revuz.

Cet article est organisé de lafagon suivante.

Lapartie2introduit!’ espace H (D, ju,ap) = {f € L3(D,pn)/oV f € L?(D, u)}
qui sera le domaine de laforme (£%,D(E7)), rappelle les liens qui existent entre
formes de Dirichlet, semi-groupes de Markov et processus, et présente la forme
de Dirichlet (£%, D(£¢)). Dans la partie 3, on construit une suite d’ approxima-
tionsdelaforme (£¢, D(E%)) par desformes de Dirichlet régulieres (€™, D(E™)).
On étudie les lois Q™ des diffusions associées aux (£™,D(E™)) et on en donne
une décomposition en semi-martingale. La partie 4 est consacrée a I’ éude de la
suite (Q™),, dont on montre qu’ elle converge faiblement vers la loi de processus
Q)° associée a (£%, D(£¢)). On démontre dans la partie suivante que Q° est laloi
d’une semi-martingale, a condition que D vérifie une hypothese du type ‘ contenu
de Minkowski’. Dans la partie 6, aprés avoir présenté la normale n et la mesure
réguliére o construites par Chen sur le bord d’ une compactification D de D, on
décomposele processusassociéa (£¢, D(E9)) enfonctionnellesadditives. Eniden-
tifiant avec ladécomposition en semi-martingale dgja obtenuealapartie 5, onisole
le terme de réflexion, dont on montre qu’il est associé a la mesure réguliere sur
le bord 200 npda. Ceci est fait sous I hypothese que (£, D(€°)) est réguliere
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sur lacompactification D. Les cas ol nous savons montrer que cette hypothése est
vérifiée sont enumérésdanslapartie 7. Maislaquestion de savior si cette hypothese
est vérifiée dans e cas général reste un probleme ouvert.

2. LaformedeDirichlet
2.1. LESESPACES FONCTIONNELS

Dans toute la suite,on travaillera dans RY, avec d > 1. Si D est un ouvert de R?,
on note C(D) I’ensemble des fonctions continues sur D, C,(D) I'ensemble des
fonctions continues bornées sur D, et C.(D) I’ensemble des fonctions continues
a support compact dans D. C™(D) est I espace des fonctions n fois continiment
différentiablessur D, C;' (D) celui desfonctionsdeC™ (D) bornéesainsi queleursn
premiéresdérivéeset C! (D) celui desfonctionsde C" (D) asupport compact dans
D. Lorsgue f seraunefonction avaleursvectorielles ou matricielles, on diraque f
estC" (D) (resp. C}(D),C (D), etc) si tous ses coefficientslesont. Si f € C1(D),
onnote Vf = (0;f)1<i<a SONgradientet V.f = ¢, 9, f sadivergence. Si a est
une fonction C* de D avaleurs dans |’ espace des matrices d x d, V.a désignerale
vecteur (Zg:]_ Biaij)lgjgd.

Pour toute la suite, on fixe D, domaine (i.e. ouvert connexe) de k. On se donne
une application o : R? — S, ou S, désigne I’ensemble des matrices d x d et
onnote a = o*o. On se donne également p: D — R tellequep > O sur D et
Jppdz = 1. Laprobabilité ;. sur D est définie par du(x) = p(z) dz Onmet sur o
et p les hypotheses suivantes

o € C2(RY) N CH(RY)
p € CH(D) (HSP)

/ — a—p dz < +oo (condition d'énergie finie)
D

Comme d' habitude, on note L?(D, 1) |’ espace des fonctions (plus exactement
des classes de fonctions pour I’ égalité ;1 — p.p.) de carré intégrable par rapport a
. L?(D, 11) est un espace de Hilbert et on I’identifie avec son dual.

Comme p est continue bornée strictement positive sur D, si on note dz la
mesure de Lebesgue, on remarque que sur tout compact K de D, p vérifie 0 <
ming p < p < MaXg p < +oo et donc les normes || ’|L2(K7d$) et || ||L2(K,H) sont
équivalentes et les espaces L?(K,dz) et L?(K, ;) égaux. En particulier, toute
fonction de L?(D, ;1) est intégrable par rapport & la mesure de Lebesgue sur tout
compact de D.

DEFINITION 2.1. S f € LD, ), on dit que oV f € L2(D, ) ‘au sens des
distributionssur D’ si il existe g € LZ(D,M) avaleursdans R telle que

Yo € Cl / o(z dz = — /D V.(po*)(z)f(z)dz, (IPP)
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et danscecasondit queg = oV f ‘au sensdesdistributionssur D’.

Danslasuite, ‘au sensdesdistributions sur D’ serasous-entendu chagquefoisqu’on
utiliseralanotation oV.

REMARQUE 2.2. Si oV f existe, elle est forcément unique (en tant qu’ éément de
L?(D, ). D’autre part, s f € C1(D),Vf et donc oV f sont également définies
au sens des dérivées classiques. Une simple intégration par parties prouve que les
deux définitions coincident.

DEFINITION 2.3. On note H(D, 1, ap) | espace des fonctions f de L2(D, u)
tellesque oV f est défini dans L?(D, 1)

H(D,p,ap) = {f € L*(D,p) [0V | € L*(D, )},

etonmet sur H (D, i, ap) le produit scalaire

(2 0) 110D oy = /D fodu+ /D (0 f).(0Vg) dp

etlanorme || || ) correspondante.

D p,ap
Pour pouvoir étudier les propriétés de I’ espace H (D, 1, ai), démontrons d’ abord
un premier résultat de convergencepour lanorme || || g7(p,,q, - POUr cela, onutilise
lasuite régularisante (J. ).~ définie par J.(z) = (1/e%)J(x /) pour e > 0, ol J
une fonction de C°(R?) telle que

0<J<1 suppJ C B(0,1) et dJ(a;)da;zl.
R
LEMME 2.4. Soient D' et A des ouvertsbornésde D telsque D' € D' C A C
A C D. Soit f unefonctionde H (D, j1, ap) nulle horsde D'. Pour tout e inférieur
ad(D',0A), J. « f définiepar (J. « f)(z) = [, J:(x —y) f(y) dy est C2°(A). De
plus, quand ¢ tend vers 0, J. x f convergevers f dans H (D, i, au).

Preuve. Puisque A est compact dans D, les normes || 22(A,d0) € I lI12(A )
sont équivalentes. Comme f € L?(A, p), f € L?(A, dz) et le Lemme 2.18(b) de
[1] assureaorsque J. * f € C°(A).

Comme f et oV f appartiennent & L?(A, 1) = L?(A,dz), d apres le lemme
2.18(c) de[1], onsait que J. * f et J. x (o V f) convergent respectivement vers f
et oV f dans L?(A, dz), donc dans L?(A, 11). Et comme f et oV f sont & support
dans D' cette convergence a également lieu dans L?(D, ;). Pour montrer que

| Je * f — f||§{(D,u7au) qui est majoré par
301 Je % f = F3aippy + 3oV (I # ) = Je % (V) 320

+3||: * (0Vf) = oV 12,
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tend vers 0 quand ¢ tend vers O, il suffit donc de montrer que

oV (Je x £) = Je % @V D)2

—_—
e—0

Pour pouvoir se ramener au cas ou f est une fonction C*°, on établit d'abord le
résultat suivant

Pour tout e de|0; min(d(D’, 0A),d(A, dD))], pour toutefonctiongdeH(D s Gpt)
asupportdans D', ona ||oV (J. x g) — J; * (ng)HL2 D) Hg||L2 D' dr) ou
CS® est un nombre qui ne dépend queded, o, p €t J.

oV (Je * g) — Je * (O'Vg)H%Z(D,,u)

RLRT——

2
p(z) dz

— [ J(z—y)(oVg)(y)dy
.

o) [ V@ =) dy

2
+ | V(o' J(z =) (y)g(y) dy| p(x)de

DI

par définition decVg, puisque J.(z — -) € C.°(D) pour tout z de A.

[o(z) — oIV I(x —y)

2

+9(y)Je(z —y)V.o"(y) dy| p(z)dz

olU B(z, ) est laboule fermée de centrez et de rayone.
On majore cette expression en utilisant I’ inégalité de Cauchy—Schwarz

oV (Je  g) = Je % (V) T2(
< [l BO.D) [ oo o)V iz ~v)

+g(y)Je(x — y)V.o™ (y)|* dyp(z) dz

ouvol (B(0, 1)) est le volume de la boule unité deR?.

< «?vol (B(0, 1) // Vol |z — y V. (z — y)?
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+29%(y) J2(x — y)d|| V|2, dyp(z) dz
< 2e%vol(B(0,1))d||Vo|1Z, Ipll

/Dgz(y)/ gld =, (E) N <€idJ <§>>2 dz dy.

Enfin, on effectue le changement de variable z < x /¢ pour obtenir

loV(J: % g) = . % (6V9) |22

< 2v0l(BO, 1)d| Vo % ol ([ |1V + 72 ) 913200

ce qui demontre le résultat annoncé
Puisque C°(D') est densedans L?(D', dz), il suffit maintenent de montrer que

pour f € C°(D")

loV (Je + f) = Je # (0V ) T2

B
D) ¢0

||UV(J5 * f) — Je % (va)H%Z(D 1)

“Jy

< [ 1B [ I —u)IVolEle - yPIVS ) dyple) do
D d

2
p(z) dz

@ = y)lo(z) —oW)IVF(y) dy

<UBOYIVIRNpl [ [ S =T dy s

puisque J est inférieure a 1 sur kY.
< 2BO, 1| IValZ Ipllooll T IV 1Pl L1 ao)
etcomme |V /[ € LY(D,dz), ||J. * |V {12l 11(p ar) tend quand e tend vers O vers

1Y £12)l 22D gy dONC [0V (e * f) = Je # (Y f) || 2(p ) CONVerge vers 0. Ceci
termine la preuve du Lemme 2.4. i

Une premiere conséguence de ce lemme est de donner plusieurs définitions
équivalentesde oV f

PROPOSITION 2.5. Pour unefonction f € L?(D, 11), lestrois propriétéssuivantes
sont équivalentes
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() 3g1 € L2(D,p)/¥p € C2(D) [ pgrda = — [, V.(po*) f d,
(i) 3g2 € LA(D,p) Vo € CX(D) [ pgade = — [, V.(p0*)f du,
(iii) 3gs € L*(D, u) /¥ € CH(D)

Jpeg3du=— [ V.(00*) f du— [, o2 f d.

Lesfonctions g1, g» €t g3 ainsi définies sont uniques, et elles sont égalesa oV f.

Preuve. Par définition, g1 = oV f. L’ unicité de g1, g» €t g3 €t leur égalité sont
immédiates, €lles découlent de la densité de C1(D) dans L?(D, ;1) (ou de C°(D)
dans L?(K, dz) pour tout compact K de D dansle cas de g7).

L’implication (i) = (iii) est évidente en remarquant que, pour » € C1(D), la
fonction ¢p est C1(D). De méme, il est clair que (iii) implique (ii) puisque pour
¢ € C(D), lafonction o/p appartient ac(D).

Il reste a montrer que (ii) implique (i). Supposons que f vérifie (ii). Pour
¢ € CYD), on peut trouver des ouverts bornés D' et A de D tels que
suppy C D' € D' C A C A C D.LeLemme 2.4 assure alors que

H(D,p,ap)
e—0

Ve <d(D',0A)J. x o € CP(A) e J.x¢ ©.
Par définition de g»
/ (Je x p)g2dz = —/ V.((Je x p)o*) f dz
D D

= —/ (Jg*go)(v.o*)fd:r—/ oV (J: * @) f dzx.
D D

Et comme J, * @ et oV (J, * ) convergent vers o et oV dans L?(D, ;1) et donc
dans L?(A, dz), on peut faire tendre « vers 0 dans|’ égalité précédente et on obtient

/ og2dx = —/ o(V.o*)fder — / oVpfdr = —/ V.(po*)f dz,
D D D D
ce qui montre que f vérifie (i), avec g1 = go. O
PROPOSITION 2.6.S f € H(D, u,ap) €t g € CX(D) alors fg € H(D,u,ap)
etoV(fg) =goVf+ foVg.

Preuve. Les hypothéses mises sur f et g (et le fait que o est bornée) assurent

que fg € L?(D, ) etquegoV f + foVg € L?(D, u). Deplus, pour ¢ € CX(D),
onaV.(ego*) = V.(po*)g + po Vg puisque o, g €t o sont C*, donc

/ o(goVf+ foVg)dzr = —/ V.(goga*)fda;—i—/ woVgf dz
D D D

= —/ V.(po*)fgdx. O
D
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Si o est uniformément elliptique et p uniformément minorée par un nombre stricte-
ment positif, H (D, j1, ap) estégal aH(D). Mémequand o et p peuvent degénérer,
H(D, i, ap) conserve certaines propriétés classique de H(D). En particulier

PROPOSITION 2.7. L’espace H (D, i, ajs) est un espace de Hilbert.

THEOREME 2.8. Le sous-espace C>® (D) N H (D, u, a) est dense dans |’ espace
de Hilbert H(D, i, ap).

La Proposition 2.7 est aisee a démontrer, en utilisant la définition de oV et la
complétude de L3(D, p)

Preuve. || faut montrer que (H (D, u, ap), || | #1(D u,an)) €St COMplEL. SOit (up, )y,
une suite de Cauchy dans H (D, i, apu). Les suites (uy), €t (cVuy), sont de
Cauchy dans L?(D, 1), donc elles convergent et leurs limites respectives f et g
appartiennent & L2(D, 11). Pour p € C}(D), les fonctions ¢/p et (1/p)V.(pc*)
appartiennent & L?(D, 11), donc on peut passer & la limite dans I’ égalité (IPP)
vérifiée par u,

1
/ faVunpda;:/ —V.(po™)uppdz.
Dp Dp

On obtient alors |’ égalité (IPP) pour f avec oV f = g, ce qui prouve que f est
lalimite de (uy,), dans H (D, ., ap), €t donc que H (D, pi, ap) estcomplet. O

Pour démontrer le Theoreme 2.8, on utilise le Lemme 2.4

Fixonsu € H(D,p,au) et n > 0. On cherche ® € C*°(D) telle que ||u —
q)HH(D,u,au) <. L

Notons D;, = D} — D}/, ou D}/ = {z € D/|z| < k et d(z,0D) > 1/k}.
Lafamille d’ ouverts (D, ),en- recouvre D donc d' aprés le Théoreme 3.14 de [1],
il existe une collection ¥ de fonctions ¢ de C2°(D) telle que les ¢y € ¥ sont
a valeurs dans [0, 1], pour chaque compact K de D le nombre de ) € ¥ non
identiquement nulles sur K est fini, chaque ¢ € ¥ est asupport dans!’un des D,
et > ey ¥(z) = 1 pour tout z de D (il s'agit d’une somme fini€). On note ¢ la
somme (finie car D_fc est un compact de D) des¢ € ¥ vérifiant supp ¢p C Dy et
suppyp ¢ Dj._;. Onaalors

+0o0
pp €CP(D;) e VzeD Y ihy(r)=1
k=1

Pour chaque k£ € N*, grace a la Proposition 2.6, on sait que ¢yu € H (D, ju, ap)
et que oV (¢pu) = o(Vip)u + ¢roVu. D’ autre part, supp (pu) C D) doncon
peut appliquer le Lemme 2.4 &<y u, D), et Ay = D)., U D U D; ., et on obtient
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1 1
Vae]ok+2 kH{J*(wku)ecw(Ak) ot
() T

e—0
On peut donc choisir

1
k+2 kE+1

Ui

el que s, (1) — el o) <
Lafonction ® = 325 J;, * (vu) estaorsC™ sur D (car lasomme est finie
au voisinage de tout point de D). De plus, on a

Ul
||'1) - u”H(D,u,au Z HJEk i,ka, ¢ku||H(D,u,au) < Z ﬁ =1

Donc le Theoréme 2.8 est demontré.

REMARQUE 2.9. Dans la définition de H (D, p1, ap) et dans les demonstrations
qui suivent, on N’ utilise pas le fait que la mesure i est de masse totale finie. En
particulier, s on note dz: lamesure de Lebesgue, H(D, dz, a dz) est défini et ¢’ est
un espace de Hilbert qui admet C*°(D) N H(D,dz,adz) comme sous-espace
dense.

REMARQUE 2.10. Pour les besoins des sections ultérieures, on a choisi ici de
travailler avec un o tres régulier. Cependant, la définition de H (D, u1, au) reste
valide, et lesrésultats précédentsvrais, si o est seulement bornée a dérivée bornée.

2.2. FORMES ET SEMI-GROUPES

Dans lasuite, on diraque (£, D(EY)) est uneformesur L2(D, 1) si D(EY) estun
sous-espace dense de L2(D, 1) et £ une forme bilinéaire symétrique positive sur
D(EY).

Si (Y, D(EY)) et (£2,D(£?)) sont deux formes sur L2(D, 1), (2, D(E?)) est
une extension de (£, D(EY)) sionaD(EY) c D(E?) et Vf € D(EVE(f, f) =
EXTL )

Laforme (€1, D(€Y)) seradite fermée si D(£1) muni de lanorme

1 llogesy = JEXF D) + 171y

est un espacede Hilbert. Elle seradite fermable s elleaune extension (£2, D(£2))
qui est une forme fermée sur L?(D, p).
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Si (Y, D(EY)) est fermable, elle admet une plus petite extension fermée (€1,
D(ET)) définiepar: D(E7) estlecomplétede D (1) pour || || p(ery dans L2(D, ) et
Yu € D(EY), EXu,u) = lim,_, 4 oo EXtn, uy,) OU (uy), est une suite d &léments
de D(&Y) qui converge versw en norme || p(er)-

Laforme (€1, D(EY)) sera dite markovienne si pour tout € > 0, il existe une
fonction ®. : R — [—&;1 + ¢] telle que V¢ € [0;1]D.(¢) = ¢,VEt < t'0 <
O, (t) — . (t) <t/ — t et

Vue DEYH @.ouecDEY) e EYP.ou, @ ou) < Eu,u).

DEFINITION 2.11. On dit que la forme (€%, D(£Y)) est une forme de Dirichlet
elle est markovienne et fermée.

En particulier, comme la plus petite extension fermée d’une forme markovienne
fermable est markovienne (cf [14] Thm. 2.1.1) ¢’ est une forme de Dirichlet.

Les principales propriétés que peut avoir une forme de Dirichlet sont les
suivantes.

Laforme de Dirichlet (£,D(£)) est dite régulieresi C.(D) ND(E) est dense
dansC.(D) pour lanorme uniforme || || et dansD(E) pour lanorme || || p(s)-

Elle est ditelocale s

Vf,g € D(E) f,gasupportscompactsdigoints = £(f,g) = 0.

A une forme fermée sont associés un semi-groupe fortement continu, une
résolvante fortement continue et un générateur (cf [14] ou[15]). Lorsque (£, D(€))
est une forme de Dirichlet, son semi-groupe (73):~0 permet de lui associer une
probabilité faiblement markovienne @ définie par

VflafZa"'afkecb(D) et VOgtlggtka
E9(f1(X1y) f2(X1,) - - - f( X))

:/Dfthzftl(fZTtgftz('"fk—thkftkfl(fk))”')dlu“

Essentiellement, larégularité de (£, D(E)) correspond alaforte markoviannité de
Q (plus exactement, elle est équivalente au fait que ) est laloi d'un processus de
Hunt) et la propriété locale correspond a la continuité des trajectoires Q-presgue
strement (lorsque la forme est réguliere). Celien est détaillé dans [14] Chap. 4.
2.3. LA FORME DE DIRICHLET (€%, D(£7))
On définit laforme (€%, D(E%)) sur L2(D, ) par

D(&%) = H(D, p, ap),

1
Vf,g € D) &%(f,9) = z/Dan-Ungu-
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Lanorme || [|p(es) est équivalente alanorme || || z(p o), € H(D, 1, ap) est
une espace de Hilbert pour cette norme, donc (£, D(€°)) est une forme fermée
par définition. Pour montrer que (£%, D(£*)) est markovienne, il suffit de montrer
que c'est la plus petite extension fermée d’ une forme markovienne. Considérons
laforme (€€, D(E¢)) définie par

D(&¢) = C*(D)NH(D, i, ap)
- {f € (D) ﬂLZ(D,p)/%/DVf.andu < —i—oo} ,
VS EDE) ELI) =5 ViaVidh

Poure > 0ety: R — [—¢;1+¢]C™ tellequep(t) = tsur[0,1] et 0 < ¢’ < 1,
s feD(E°)ona

| Viwofraviwe fian = [ (&0 1PV Iavide
D D
< /DVf.and,u<+oo,

doncpo f € D(EC) etE(po fypo f) <E(f, f), cequiassureque (£¢,D(E°))
est markovienne.

Laforme(£%, D(£?)) estuneextensionde (£¢, D(E°)), et ¢ est lapluspetite car
D(&°) est densedansD(£°) pour lanorme || || p(es) (cf Thm. 2.8). Par consequent,
(£%,D(E*)) est markovienne, ¢’ est donc une forme de Dirichlet sur L?(D, 11).

REMARQUE 2.12. Lorsqu’on travaille sur R? tout entier et pour o = Id, on
peut essayer de caractériser les fonctions du domaine de £° en terme de Gateaux-
dérivabilité locale, commedans[2]. Voir aussi [ 7] pour un expose plus &l émentaire
dansle casR¢. Ici, la présence du bord empéche d’ adopter cette approche.

On note (T7):>0, (RE)a>0, € (A%, D(A®)) respectivement le semi-groupe, la
résolvante et |e générateur associés.

Il estimmédiat que (€%, D(E¢)) possedelapropriétélocale, par contre ellen’ est
pasréguliéreapriori. Pour etudier laloi Q* associéa (€%, D(£¢)), unepremiéereidée
est d' approcher cette forme non réguliere par des formes (€™, D(E™)) réguliéres,
et de montrer queleslois Q™ associées convergent vers (Q°. C'est que nous ferons
aux Sections 3, 4 et 5 Cela permet de montrer que Q° est la loi d' une semi-
martingale. Une autre idée est de se placer sur une compactification D de D sur
laquelle (£, D(E¢)) est réguliere, comme nous le ferons ala Section 6. Les deux
approches sont complémentaires puisque de la décomposition en semi-martingale
on déduit laforme du terme de réflexion au bord de D.
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Avant d' aborder la section suivante, nous établissons une condition suffisante
de régularité qui servira par la suite et un résultat de maximalité de (€%, D(£#))
sous la condition de Hormander.

2.4. A PROPOS DE LA REGULARITE DE (€%, D(£9))

On sait dgaqueC™> (D) N H(D, i, ap) est densedans H (D, j1, ).
Lefaitque (&, D(€)) soit uneformedeDirichlet assureque (cf [14] Thm. 1.4.2)

VueDE) VneN (—n)V(uAn)eDE) e

[y
) ——u
n—-400

(—n)V(uAn ,
donc L*°(D) N H(D, p,ap) estdensedans H (D, j1, ap).

Et de plus, on peut vérifier dans la demonstration du Theoreme 2.8 que si
u € H(D, p,ap) est bornée, lafonction ® € C*(D) qui I’approche I’est aussi.
Par conséquent, L>°(D)NC*®(D)NH (D, i, ap) estdensedans H (D, u, ap). On
peut en déduire que dansle cas ou la frontiere de D ne joue aucun réle, soit parce
qu'elle est vide (cas oil D = R%), soit parce que « €t p décroissent trés vite & son
approche, (€%, D(E?)) est réguliere. Construisons d’ abord la ‘ distance régularisée
aD® (cf [26] p. 171).

PROPOSITION 2.13. Il existe une fonction 6 : R¢ — R, qui est C* sur D et de
gradient V¢ bornésur D telle que

d4Ch, Cr > O/V:L‘ eD Old(.’L‘, DC) < 5($) < Czd(.’L‘, DC).

Voici deux cassimplesou (€%, D(E9)) est réguliere

PROPOSITION 2.14. (i) 9 D = R? alors C>°(R?) est un sous-espace dense de
H(R?, i, ap)

(i) de méme, s D # RY et Sl existe une fonction « :]0; sup,, d[—]0; +o0[
continuetelle que

:UPD(S \/al(y)' dy—> +oo e VoeD ((VaaVip)(z) < a(d(x)),

alorsCg°(D) est un sous-espacedensede H (D, u, ap).

Preuve. Démontrons ce résultat dansle cas ot D # R?.

I suffit de montrer queC2°(D) est densedans L>° (D) NC*>® (D) NH (D, p, ap)
pour lanormel|| || (p 0 - SOit @ unélément de L>° (D) NC>*(D) N H (D, i, ap)
et soite > 0.

Posons

B(x) = /supD6 _r dy et ¢,=p"1n)pourn e N*.
z a(y)
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D’ apres les conditions mises sur «, £,, décroit vers 0 quand n — +oo. On choisit

une fonction {C>° décroissante sur R telle que 1,0 < § < 1,<1, €t on pose pour
m,n € N

Emn (@) = E(llz]l —m)E(B(d(z)) —n),
Ky ={z €D/|z] <m et oz) >0}

Lafonction &, ,, est C* asupport compact dans D, égaleal sur K, ,, et nulle sur
D — Ky 11,n+1. Elle apour dérivee

(Vémm)(z) = (V2D ([l2]] = m)E(B(4(z)) —n)
+([lz] =m)(Vo)(x) <_7

Les fonctions &, ,® sont des fonction C1(D). Vérifions qu’ elles convergent vers
® ennorme | [| g7(p,yu.ap) - EN Utilisant (a + b)? < 2a2 + 2%, on obtient

H ¢ — fm,nq) H%I(D,u,a,u)

< [ 0= nal?@Ppds+2 [ (1 Ena)IoVOIPpda
D D

+2/D 02| oV ml|?p d,
Hq) - fm,nq)’ﬁ{(D,u,au)

< / (@2 4 2VD.aVd)pdz
D—Km.n

+lalol€12, [ @2
ms|lzl|<m+1

a2 €1 [, (VoaVe)()

L
lnp1<8(2)<tn a(d(x))

<@+4lalolg ) [ (@74 Veave)pd

m,n

2 2
BN [ s
ln41<6(2)<tn

<@+ 4allwl€1%) [ @2+ VeaVe)pds

l|z[|>m
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2 2 2
+(2+ 4Hlalloo €% + 4IPNSNENE)

/H:c||<m+1 ((I>2p + (V®.aV®)p + 1) dz.

d(z)<Un

Comme ® € H (D, u, au), On peut trouver mo € N* tel que
/ (B2 4+ VP.aVP)pdz < e.
llz[|>m0o
D’ autre part,

A u (@% + (VO.aV®)p+ 1) dz < 400 et £, — 0,
z||<mo+1

n—-+00

donc on peut trouver ng € N* tel que

/Hz\|<mo+1 ((I>2p + (V®.aV®)p+ 1)dx < e.

6(z)€ln0

Onaadors||® — me*”Oq)H%I(D,u,au) < C%% oll C%® ne dépend que de @, a et €.
Comme &,0.1,® € C(D), ceci prouve que C(D) est dense dans H (D, i, ap).
Comme, d’ autre part, C2°(D) est densedansC2(D) pour lanormede H(D), donc
pour lanormede H (D, i, ap) puisque o et p sont bornées, lapreuve de |’ assertion
(i) est finie.

Dansle casou D = R¢, 3 n'est plus nécessaire, il suffit de poser &, (x)
£(||z|| — m) et on montre de la méme fagon que (&, ®),,, est une suite de C°(R?
qui converge dans H (R, 1, ap) vers @,

~—

a

REMARQUE 2.15. La démonstration précédente n'’ utilise pas le fait que 1 est de
masse totale finie. Dans le prolongement de la Remarque 2.9, on peut donc noter
qu’ on aaussi demontréici que C°(RY) est dense dans H (R?, dz, a dz).

En général, (£%,D(E%)) n'est pas réguliére sur D. On peut étendre (€%, D(E¥))
a D en posant ;1(0D) = 0, ce qui permet didentifier L?(D, uu) et L?(D, ) (cf
Sect. 6.1). Voici un casol (£¢,D(€°)) ainsi définie sur D est réguliére.

On dit que D ala propriété de segment s'il vérifie

Vx € 0D

JU, voisinageouvertdez / Vz € DN U,
z+ty, € D.

Jy, € R — {0} Vvt €]0,1]

Si D alapropriété de segment, alors la forme de Dirichlet associée au brownien
réflechi dans D (i.e. £° avec o = Id et p = 1) est réguliere sur D. En effet, le
domaine de cette forme est H(D) et la propriété de segment entraine la densité
dans H(D) del’ensemble desrestrictions a D desfonctions C2°(R?) (cf [1]). De
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méme, si D ala propriété de segment, toute forme £* associée a une matrice de
diffusion a uniformément elliptique et une densité p uniformément minorée par un
nombre strictement positif est réguliere sur D (car D(£%)) = HY(D)).

Maisdansdenombreux cas, (£, D(£*)) n'est pasréguliéresur D. On peut alors
chercher une fermeture D de D, autre que lafermeture euclidienne D, sur laquelle
ellesoit réguliere. Danslecasou o = Idetp = 1sur D borng, il existetoujours (au
moins) une compactification D de D sur laguelle (£¢, D(£¢)) est réguliere (cf [10]
Sect. 3, et lesréférences qui S'y trouvent). Cette propriété s étend immédiatement
au casou o est uniformément elliptique et p uniformément minorée par un nombre
strictement positif, et méme (cf Prop. 7.3) au casou o est uniformément elliptique
et p vérifie (HSP).

CONJECTURE2.16. H}(D) estdensedans H (D, 11, a1) déslorsque (o, p) vérifie
(HSP).

(I est méme vraisemblable que (£°, D(€°)) soit laplus petite extension fermée de
(€, H(D))).

Si cette affirmation est vraie, toute compactification D qui rend réguliére la
forme associée au brownien réflechi (i.e. ¢ = Id et p = 1) rendra également
réguliere (£°,D(E%)) pour o et p vérifiant (HSP) quelconques. Nous n’ avons pas
de contre-exempl e a cette affirmation, mais nous ne savons pas la démontrer dans
le cas général (voir ala Sect. 7 quel ques cas simples ou nous savons la démontrer).

2.5. SOUSLA CONDITION DE HORMANDER

Onseplaceici danslecasou o et p sont C> et vérifient lacondition de Hormander.
On va dors pouvoir caractériser (£%,D(€°)) en montrant qu’ elle est maximale.
Rappelons d'abord la condition de Hormander. On se base sur [16] Chap. 22.2,
p 353 a 357. Le theoreme général est |e suivant.

Si les L; sont des champs de vecteurs C*° sur D vérifiant dim Vect {L;,, [L;,,
Lj,), [Lj;, [Lj,, Ljs)], - ..} = dentout point z de D (i.e. I’ algebre de Lie engendrée
par les L; est de dimension d en tout point) et si o € C®(D) dlors Y4 ; L2f +
Lof —af € HE (D) implique f € HE (D).

On prend

V.(apV f)

Lf =
f 2

1 Oi(oki 1¢
= 5 2_ oki0i(0k;0; ) + o i) g 52 Lif + Lof,
ijk p k=1

OUo; = (045)j, Lgf = 0x.VfetLof =(V.(c*p)/2p)oV f. Onaalorsle résultat
suivant.
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THEOREME 2.17. S on suppose que o € C°(D), que p € C*°(D) et que la
condition de Hormander est vérifiee dans D alors toute solution (au sens des
distributions) de!’ éguation (L — «) f = O appartient aC>(D).

En intégrant par parties danslarelation

1
gs(fJf) = é/vaavde’ = _(fJAsf)LZ(Du)7

on observe que le générateur (A%, D(A?)) associé a (€%, D(E°)) coincide sur
C°(D) avec I’ opérateur L défini par

V.(apV f)

Vi eCH(D) Lf =

La proposition suivante assure que si o et p sont C*°(D) et si la condition de
Hormander est vérifiee, (£°, D(E¢)) est maximale au sens de [14] Section 2.3.

PROPOSITION 2.18. S (B, D(B)) est une extension auto-adjointe markovienne
négative de (L,C° (D)) alors la forme de Dirichlet (€2, D(£2)) de générateur
(B, D(B)) verifie

D(EP)cD(E’) e YfeDER) EX(f,f) > E(f, )

Preuve. (analogue a celle du Thm. 2.3 de [23]). On fixe f € D(£P) et on veut
montrer que f € D(E*). On note (X, D(£L)) la plus petite extension fermée (et
donc markovienne) delaforme (— (-, L-) z2(p ), Co° (D)) (dont on vérifie aisement
qu elle est markovienne fermable). Pour chague o > 0, on note £Z(f,g) =
EB(f,9) + o(f,9)12(p )~ L€ produit scalaire ainsi défini induit sur D(E¥) une
norme équivalente a || || (¢ ). On décompose I espace de Hilbert (D(EP), \/@)
en

D(EP) =D(EY) & (V. ND(EP)) ol
No ={u e D(L*)/(a — L*)u = O},
(on peut le faire d apresle Lem. 2.3.2 de [14]).
Par conséquent f = fo+u ol fo € D(EF) etu € (N, ND(EP)) sont uniques.

e (£%,D(&°)) est une extension fermée de (—(+, L+) 12(p ). Co° (D)) donc de
(EL, D(EY)) donc D(EL) € D(E?) et fo € D(EY).
e u € D(EP) doncu € L2(D,p). u € N, donc u vérifie

VgEC(?O(D)/ u(ag—m> du =0,
D 2p
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et au sens des ditributions: ((V.(apV)/2p) — a)u = 0. Puisqu’ on a supposé
ici o et pC> et la condition de Hormander vérifiée, on peut en déduire que
u € C*®(D).

En suivant la méme démarche que dans [23], on obtient que &* (u, u)
EB(u,u) < +oo doliu € D(£?). Par conséquent f = fo +u € D(EY)
D(EP) C D(&?).

¢ Ladécomposition éant orthogonale, on peut utiliser le theoreme de Pythagore

Eq (F.f) = €4 (fo, fo) + €5 (w,u) < Ex(fo, fo) + Eq(u, ),

Cf'g(fo E) D(EL) = EX(fo, fo) = E°(fo, fo) = EB(fo, fo) et £ (u,u) <
EC(u,u).

I existe une décomposition orthogonale analogue pour (D(E¢), \/EZ)

<
et

feDE®) = Nhge DEL) 3hye NaND(E®))/f = ho+ h1,

(NaND(EB)) C (N, ND(E?)) donc par unicité hg = fo et hy = u ce qui donne
Ealfs ) = E(fo, fo) + Eqlu,u) et

8B(f7f)>gs(f7f) O

COROLLAIRE 2.19. Sous|’ hypothése de Hormander, et si o et p sont C> (D), (£°,
D(&*)) estI'unique forme de Dirichlet extension de (£¢, D(E°)).

3. Laconstruction desapproximations

Onveutici approcher laformenon-reguliere (€%, D(£¢)) par unesuite (E™, D(E™)),
deformes de Dirichlet régulieres. On montreraalasection suivantela convergence
desloisassociées Q™ verslaloi ¢ associéea (€%, D(E%)). L'idée est d’ approcher
laprobabilité réversible 1, du processusréfléchi qu’ on veut construire par une suite
de probabilités (1, ),en+. On fait en sorte que les processus réversibles de matrice
de diffusion ¢ et de marginales y,, N’ atteignent pasle bord de D en tempsfini.

3.1. (f4n)n, SUITE D’ APPROXIMATIONS DE 1

On définit lafonction p,, par

VzeD p,(z)=exp (—exp (W@)) ’

et on la prolonge par 0 hors de D.p,, est C*° bornée avec toutes ses dérivees
bornées sur R¢ (i.e. p, € C°(R%)) et p,(z) tend en croissant vers 1/e quand
n — 4oo pour tout = de D. Cette croissance des p,, est trés importante pour la
suite. En particulier, si on pose v, = [[,, pnp dz] L, la suite (v, )nen- converge
en décroissant vers v,, = e quand n. — +oo.
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On note p,, laprobabilité sur D définie par du,, (z) = vnpn(z)p(x) dz. Lasuite
(i )nen+ CONVErge en variation vers .

3.2. LA FORME DE DIRICHLET APPROCHEE (", D(E™))
On définit (€™, D(E™)) apartir de w,, comme (£, D(E¢)) apartir de p

D(E™) = H(D, pin, apin)
= {f € LZ(D,,un)/an € Lz(Dnun)}v

Vi, €DEY E(fg) =5 [ oV 1.avgdun.

PROPOSITION 3.1. Laforme (€™, D(E™)) est une forme de Dirichlet réguliére et
locale.

Preuve. Comme p,, vérifie I’hypothese (HSP), les résultats des parties 2.1 et
2.3 prouvent que (£",D(E™)) est une forme de Dirichlet. Elle est locale par
construction. En appliquant la Proposition 2.14 avec

1
= ) 2 00 oo Tn - - )
a(e) = [ V31 alellplc s P (—e ) )
on voit qu’elle est également réguliere. O

On note (77")i>0, (RZ)a>0 € (A", D(A")) le semi-groupe, la résolvante et le
générateur associesa (E™, D(E™)). LaProposition 3.1 et le Théoreme 7.2.2 de[15]
impliquent que (€",D(E")) a une diffusion associée. On note (Q™),cpufay
(ou A désigne un point cimetiere) la famille des lois de cette diffusion, définie
apriori sur C([0, +o0[, D U {A}) muni de satribu borélienne et de la filtration
(régularisée a droite et complétée) donnée par son processus canonique X . Mais
commelafonction 1, appartientaD(E™) et vérifieE™(1p,1p) = 0, le Théoreme
1.6.3 et le Lemme 1.6.5 de [15] assurent que (€™, D(E™)) est conservative, au
sensou Vi > 07*1p = 1p. Donc (cf [15] Prob. 4.5.1) le temps d atteinte
de A par la diffusion est p.s. infini pour tout point initial dans D, i.e. Vz €
D Q™*(X; € DVt € [0, +o0]) = 1, et on peut considérer (Q™*),cp comme étant
défini sur C([0, +-o00[, D). OnnoteraQ™ = [, Q™" du,(x) laloi u,-réversible sur
C([0, +o00[, D) associéea (£, D(E™)).

3.3. DECOMPOSITION EN SEMI-MARTINGALE SOUS Q"

Puisque Q" est associéea (€™, D(E™)), intuitivement elle doit avoir pour matrice
de diffusion o et pour drift V.(av,pnp)/2vnpnp- FixonsT > 0 quelconque. On
varésoudre sur [0, 7] I’ équation

X, = Xo+ / D dw, + / ( 2;:;1’ ) (X,) ds (EN)
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aveclaloiinitiale u,, et vérifier qu’ elleauneunique solution, qui est ’egaleéQﬁo 7]

On chercheunesolutionfaible, ¢’ est-a-direuneloi sur (C([0, T, R?), (Ft)iero.))
sous laquelle

X. - Xo /( “p”p>(Xs)ds

2pnp

est une martingale L2 de processus croissant f; a(X) ds (en notant (Ft)iejom 12
filtration, régularisée a droite et complétée, engendrée par |le processus canonique
X sur C([0, T],R?). A cause de la croissance rapide de (Vp,,/p,,)(z) au bord de
D, cette équation ne veérifie pas les hypotheses des theoremes classiques. Pour
montrer |” existence d’ une loi solution, on utilisera un theoreme ‘ala Girsanov’ de
[8]. Réécrivons (En) souslaforme

X, = X0+/ dW+/< ) ds

+/ ( . 2;’:;’ ) (X,) ds.

Lesfonctions o et V.a sont bornées lipschitziennes sur R¢ donc I’ équation

X, = Xo+/ ,) dw, +/ (V “) (X,) ds (E)

auneuniquesol utiontrajectorielle pour chagueloi initialev vérifiant f,,q ||| dv ()
< +o00. On note P* laloi de la solution correspondant a v = 4, pour z € R?, et
P" laloi de la solution correspondant a v = u,, (On supposeici que tous les p,
sont de variancefinie, par exemple que p est de variancefinie ou que D est borng).
Lafamille (P*),cpq est fortement markovienne et vérifie P* = [, P* duy,(z).
De plus, (P*),cpa €st I'unique solution du probleme de martingale associé a
I’ opérateur

1 1
(4= 3w+ JEmmera).
ij i

Définissons

by RY — Y parb, — Vipnp) 1 <Vpn N @) 7

200p 2\ pn P

ou Vp/p et ¥V /py/pr sont prolongées par 0 hors de D. Le Théoréme 4.29 de [8]
assure alors que
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THEOREME 3.2. (i) Le processus

7" = exp (/Ot b (X,) dM, — %/Ot(bn.abn)(Xs) ds> ,

ol My = Xy — Xo — [3(V.a/2)(X;) ds est bien défini pour ¢ € [0, 7] et est une
(F)-martingale.

(ii) La probabilité Q" sur C([0, T'], R?) définiepar (dQ" /dP™)| £, = Z!* apour
marginale 11, a chaqueinstant ¢ € [0, 7] (i.e. la Q"-loi de X est égalea py,).

(iii) Q™ est solution en loi de |’ éguation (En) avec laloi initiale .

Preuve. Laconditiond énergiefinie,i.e. [,4(by.aby) duy, (z) < +00, estvérifiée
car a, p et V§ sont bornées sur D. L’ équation de Fokker—Planck faible

VfeCPR! xR) YO<s<t<T,

[ St @)~ [ 7o) dn(o)

-/ t | (9uf + AF + 9 f.aby) 2,1) ()

est également vérifiée. 1l suffit pour le voir d'intégrer par parties en remarquant
que ap,p peut &re prolongée en unefonction C* sure R? (puisque p,, est C* sur R?
et nulle hors de D). Enfin, puisque P™ est markovienne et Z™ multiplicative, Q™
est markovienne (cf [24] Thm. 24.36) et donc, au vu de[8] Proposition 4.6, Q™ est
solution en loi de (En). O

REMARQUE 3.3. La preuve précédente montre en fait que pour toute fonction f
deCg°(D),

F04) = 7(X0) ~ [ H(V.aV ) (X ds

—/Ot <Vf.aM> (X,) ds

2pnp
est une Q"-martingale de carré intégrable.
Le résultat suivant prouve que Q" est égale a Q" sur C([0, 7], R¢) et donne donc
une décomposition en semi-martingale de X sous Q".

THEOREME 3.4. Pour tout ¢ > 0, Q" vérifie

t
Xy = Xo+ N/ +/ <M> (Xs)ds Vte[0,T] Q"-p.s.,
0 PnP
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oll N™ est une Q™-martingale L? de processuscroissant [, a(X;) ds.

De plus (",D(E")) est I'unique extension markovienne fermée de (3
Jp V1.4V f A, C2(D)).

Preuve. De la relation (d/dt)1}"|;=¢, = A"T}* = T{*A™ dans L*(D, ui,), on
déduit que pour toute f € C2°(D) et toute h bornée sur D

B ([rox0) - 50 = [ Anp () du

hx,))

t—s
-/ [Ttnsf—f— T;"‘A”fdu]hdun:q
D 0

donc que f(X;) — f(Xs) — JF A™f(X,) du est une martingale sous Q™.
En intégrant par parties, on voit que le générateur A™ de (€™, D(E™)) est égal
aV.(apnpV)/2pnp sur C2°(D), donc le processus

! (V-(apnpvf)

£~ 1) - [ (e

0

) (X,)ds

est une martingale L2 sous Q" de processus croissant [;(V f.aV f)(X;) ds.

La Remarque 3.3 assure que Q™ est solution du méme probleme de martin-
gales. Or, comme on peut prolonger V.(ap,p)/2p,p en une fonction Cg°(R?), ce
probleme de martingale a une unique solution trajectorielle jusqu’ au temps de sor-
tie de tout compact de D. En considérant une suite croissante de compacts tendant
vers D, on voit que Q™ et Q™ coincident jusqu’au temps de sortie 7, de D, et
que Q"(tp < T) = Q"(rp < T). Puisqu’on sait que Q" (7p < +o0) = 0, ceci
prouve que Q™ et Q™ sont égales sur [0, 7.

La méme demonstration montre que la famille de probabilités associée a
toute extension markovienne fermée de (1 [, Vf.aVf du,,C (D)) est égale
a(Q™"), donc que (€™, D(E™)) est I'unique extension markovienne fermée de
(3 Jp VF-aVf dun,CZ(D)). O

REMARQUE 3.5. La proposition précédente assure, entre autres, que le temps
d atteinte de 9D sous Q" est infini. On peut obtenir directement ce résultat par une
méthode probabiliste. Voir par exemple la preuve du Théoreme 5.1 de [23] (step
3), ou celledelaProposition 2.3.4 de [12].

REMARQUE 3.6. On peut également cal cul er ladécomposition en semi-martingale
sous Q™ en ' utilisant pas[8], mais[15]: (€™, D(E™)) éant fortement locale et les
fonctions coordonnées z — z* sur D étant localement dans D(£"), le Théoréeme
5.5.1 de [15] assure que les fonctionnelles additives X’ — X§ se décomposent de
facon unique en la somme d’ une fonctionnelle additive martingale locale M* et
d’ une fonctionnelle additive continue locale d’ énergie nulle N*. En utilisant [15]
Théoréme5.5.2, on calculelamesureréguliéreassociéea (M?). Cettemesureest a;;
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dun, donc (M) = [;ai(X;) ds. Puis, grace aux Corollaires5.5.1 et 5.4.1 de[15],
oncalculelamesure (signée) associeeaN': elleestégalea(V.(apnp)/20np)* ditn,
ce qui prouve que N* est égal & [;(V.(apnp)/20np) (Xs) ds (cf la Sect. 6 ot on
utilise une méthode de ce type).

4. Laconvergence desapproximations

Notre but est de montrer que la suite (Q™),cn+ CONverge étroitement vers une
przobabilité Q* sur C([0,T], D) associée a la forme de Dirichlet (€%, D(£*)) sur
LD, ).

On montre d'abord la tension de la suite (Q™),en+ sur C([0,7], D). On en
déduit la convergence faible dans L?(D, ;) d'une sous-suite de (77 f), pour
chaque f € Cy(D).

Lacroissancedelasuite (py,),, qui assurequelesdomainesD(£™) sont emboités
de facon décroissante, permet de montrer que ‘£°(,) = e sup,,(1/v,)E"(,)’. De
cette convergence des (€™, D(E™)) et de la convergence faible de (77" f),, on
déduit la convergence forte dans L?(D, ;1) desrésolvantes (R% f),, vers RS, f, puis
la convergence forte dans L?(D, 11) de (T}* f),, vers T f. Ceci assure que la suite
(Q™)nen+ auneunique valeur d’ adhérence, donc qu'’ elle est convergente, et que sa
limite est markovienne de semi-groupe 7.

4.1. LA TENSION DE (Q"),en*

PROPOSITION 4.1. Pour chaque T' > 0, la suite (Q™),en+ €st une suite tendue
de probabilités sur ([0, T], D) et chacune de ses valeurs d’ adhérences Q"2 est
réversible de mesure .

Preuve. Onpose X; = X7,

t (L“””p)> (X,)ds e

N[‘:Xt—Xo—/ oon
n

0

N?:E—Yo—/

Ot <V- (apnp)

2pnp ) (X) ds.

Un calcul rapide donne X; = Xg + %(Nt” + Nj._, — N7.). Pour montrer que
(Q™)nen- €sttendue, il suffit donc de montrer quelasuitedesloisde (Xo, N, N")
sous Q" est tendue.

La suite des lois de X sous Q™ est (i, )nen+ Qui €st tendue car elle converge
en variation vers ;. Comme N est une Q"-martingale de carré intégrable pour
chague n, d’apresle Théoreme 6.4.13 de [18], la suite deslois de N™ sous Q" est
tendue des que celle des lois de

>y = Z/o asi(X;) ds
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sous (Q™) I'est. On utilise le Théoreme 8.2 de [5]
ot — [o 3 a;i(X;s) ds est continue Q™-p.s. car a est bornée.

o Zi{(N")')o=0.

e Vn,e > 034 €]0,1[Ing € N*
Donc la suite des lois de fg > aii(Xs) ds sous Q" est tendue et celle des lois de
N™ aussi.

Puisque Q™ estréversible, N est une Q"-martingale pour |afiltration rétrograde
de processuscroissant [, a(X s) ds, donc le méme raisonnement assure que la suite
desloisde N" sous Q™ est tendue.

Un produit d’ ensembles relativement compacts étant relativement compact, la
suite desloisde (Xo, N", N") sous (Q") est tendue, donc (Q™),en- I’ est.

Si Q¥® est la limite o une sous-suite (Q™F), de (Q™),, la continuité de

la projection 7; : z € C([0,T],R%) — z; € R implique que Q"2 o 7, * =

o [ S

(il suffit de prendre d = ¢/||a||0)-

Vn<no Q"
[t— s\<6

liMgs 400 QK 0 71, b = 1imyg 4 o (1) = o donc QV-2 est pu-stationnaire.

De méme, la contlnwte desmy, .t; 0 T — (T4y,...,7;) pour tout j € N
et tout ¢1,...,¢; € [0, 7}, jointe & la réversibilite de Q", entraine que Q¥-* est
reversible. O

COROLLAIRE 4.2. Puisque la site (Q™),en- €st tendue sur C([0, T, D) pour
tout T’ > 0, elle est relativement compacte sur C([0, 7'}, D) pour tout T' > 0, donc
relativement compacte sur C([0, +oo[, D).

4.2. CONVERGENCEDES (£",D(E™)) VERS (€%, D(E?))

Pour chaguez de D, (p,(z)), €st unesuite croissante, donc lasuite des L2(D, i,,)
est décroissante.
Sm<netfeCX(D)

1
—3/Vfﬂwmm<;3/Vfﬂwmw
n JD

doncpour o > Oona

1 1
—EN N < E D) QUEL(f, f) = E"(f, )+ allf 122

Sim<netfeDE)

Commef € L*(D,uy), f € L*(D, uy,) €t f est limite pour la norme /&7
d une suite (fx)ken defonctions de C2°(D). D’ apresI’inégalité précédente, f est
aussi limite pour lanorme /&7 de laméme suite (fi) ke, donc f € D(E™).
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Par conséguent, si m < n, ona

D(E") C DE™) VS € D(EY) ™ (f, f) < ,Yif:"(f,f).

m

Ceci permet de montrer que

PROPOSITION 4.3. (£7,D(£7)) est lalimite des (€™, D(E™)) en le sens suivant

D(E?) = {f € LA(D,p)n ) \D(E”)/sgp%é’”(f,f) < +oo}7

neN*
1 . 1
VI EDE) Eff) =esp=E"(f f) = lim €] f).

Preuve. La croissance p.s. des p,, vers (1/e) et le théoreme de Beppo-Levi
permettent d’ écrire que

o [ 10912 du= [ 10977 (swppn ) pele = sp [ o012,
€.JD D n n JD

d’ ou le résultat énonce. O

4.3. CONVERGENCE DES Q" VERS (Q°

Le but de cette section, inspirée de [10], est de demontrer que la suite (Q"),,
approxime bien )¢ Plus exactement

PROPOSITION 4.4. La suite (Q™),en+ COnverge étroitement vers la probabilité
Q)° associéea (€%, D(E9)).

Pour demontrer ce résultat, on va étudier toutes les valeurs d’adhérences de la
suite relativement compacte (Q™),, et constater qu’elles sont égales. On choisit
une de ces valeurs d adhérences et on la note QV-#. Pour simplifier les notations,
on appelle encore (Q™),, 1a sous-suite qui converge vers QV# et (T"),, (R"), les
sous-suites de semi-groupeset de résol vantes correspondantes. Etablissonsd’ abord
les lemmes suivants, dans lesquels f désigne une fonction bornée sur D fixée.

LEMMEA4.5.Vt € R T]' f — f faiblementdans L2(D, i), 0u Ty f () =

EQ" (f(Xy)| X0 = ) est définie u-p.s. (car Q"2 est y-stationnaire, cf Prop. 4.1).
Preuve. Tout d'abord, si f € Cy(D), la convergence en variations de i, vers u
et laconvergenceétroitede Q™ vers Q¥ impliquent quepour t € Rt etg € Cy(D)

‘/ th”fdu—/ thV'afdu‘
D D
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< ‘/D 9T f d(p — ) + B9 (g(Xo) £(X0)) — B9 (9(Xo) f (X))

< Ngllocl oo | i =
HEY (a(X0)f(X) ~ BV (9(X0)f(X0)] =71 O

n—-+o0o

D’autre part, si f est bornée (continue ou non), on peut trouver une suite (fy ) de
fonctions C, (D) uniformément bornées par || f||- telle que (fx)r converge dans
L?(D, p) vers f. Pour t € Rt et g € Cy(D)

‘/Dth”fdu—/Dthv'afdu‘
<| [ ometr = fodu|+| [ omeeis - s

R ATALE
Le premier terme du membre de droite peut étre majore par
71
191100 (211 flloo) /D Al = gl + lglloo 1S = Full 2o,y

et le second par ||g||oo ||.f — fxllz2(p,,.) dONC on peut trouver un k assez grand, puis
un n assez grand dépendant de &, pour que

‘/ th”fdu—/ thV'afdu‘
D D

Soit aussi petit qu’ on veut.
Le résultat s en déduit par densité de C, (D) dans L?(D, ). O

LEMME 4.6. Vo > 0 R" f converge faiblement dans L?(D, ).
Preuve.

+o0
Vg 15D, [ gRifdu = [ g [ T Trfetdid

—+00
_ / et / T f dpu it
0 D

et puisque T}* f converge faiblement dans L2(D, 1) vers ) f

+o0
/ e_at/ gT)® f dudt.
0 D

Vg € L*(D, 1) / gRy f dp
D

n—-+o0o
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De plus, comme |’ opérateur

+0o0
g —>/ e*at/ gTY2 fdudt
0 D

est lingaire continu sur L2(D, 1), le theoréme de représentation de Riesz assure
que

ARV f e L3(D,p)/Ng € L3(D, p)
+00
/ gRY? fdu = / e / 9T f dudt,
D 0 D
et | RE2 fll ooy < (L/@) 1 fll12(p,- Onadors
Rif —— Ri*f faiblement dans (D, pu).

LEMME 4.7. Vo > 0la limite de (R7, f), dans L2(D, u) est Ry f.
Preuve. Montrons d'abord que R f € D(£%). Sij < k<l eN:REf €
D(EF) c D(&7) et RLf € D(EY) C D(E7) donc

EI(RLf— REf RLf — RES)
< %(ss(Raf, R\ f) — 2E5(RL f, REf) + EX(RE £, RE 1))
k
7—j(f, RLF) 2oy — zli(f, RLS) 12D ) + %(f, REF) 12D n)

((faR /s )L2 (D,u) (faR /5 )L2 (D,u) (faRlcgvfa)Lz(D,,u))

+5%Hfu I il + 3 2 71, i

Py apresle Lemme 4.6,

donc (R f), est une suite de Cauchy dansle Hilbert (D(£7), \/ €%). Elle converge
donc dans D(£7) vers salimite faible RY;? f.
On en déduit que RY,2 f € D(E7) pour tout j € N* et que

i (V. . cie g k
ggz(R\c/vafa R\(;a.f) < IICITJ»QI %(fuRafu)Lz(D,uk)

1
R L) g < 21w

D'ol Ry®f € D(E%) et &, (R f, Ry f) < (71/6)(1/a)||f lz2(p
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Montrons maintenant que R\,* f = RS f.
ERLS — Ri*f, RLf — RE*f)
< (F BLE) 2oy — 20 RS L) 2o

Vi ck(pk ¢ pk
+IIC|LnJ|rnf7 EN(RLf, RLS)

(faRf)LzDu (faR f)LzDu)

+3) £ 113611 — 12 lver
T amim (f, Raf)) 2oy + aHfHooHM — ik ||var

e —
j—+oo

d’ou on déduit quesi g € D(E?)
Ex(Ry®f,g9) = lim EL(Ry*f,9)

j—4o0

= lim &I (RLf, g)

j—4o0

= Ilm (f7 ) D,uj) (fJg)LZD

j—too

cequi prouveque R%®f = RS f. O

LEMME 4.8. Pour d¢-presque tout ¢ de [0, T}

L*(D, ).
Preuve. On appelle £ une partie denombrable dense de L?(D, 11). D’ aprés le
lemme précédent, on a

— 17 f fortement dans

Ya>0Vge L

+00 +00
/ e_o‘t/ g2 f dudt = / e_o‘t/ 9T} f du dt,
0 D 0 D

donc pour chague fonction g de £ on peut trouver un borélien de mesure de
Lebesgue 27" dans [0, 27’ tel que si ¢t appartient a ce borélien [, g7} fdu =
Jp 9T} f du. L'intersection H} de ces boréliens est encore de mesure de Lebesgue
2T dans [0, 2T'] et vérifie

VtE%}VQE'C (gaTtV. [ )LZ(D[J,) (guth) L2(D,p)»

doncVt € H'y T;"* f =Ty fu-p.s.
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OnnoteH; = H'; N %H} Grace au Lemme 4.5, pour ¢ dans# f on a

lim [ (@ f)?du

n—+oo Jp
= dim [ rmsgde= [ rrardn= [ (@2,
n—+o0 Jp D D
donc T}* f converge fortement dans L?(D, i) vers T f pour ¢ dans H I O

Quitte aremplacer # ¢, dans la preuve qui précede, par | intersection des 7, pour
g dansune partie dénombrable dense de L>° (D, 1), on peut considérer que # ; est
indépendant de . Nous sommes maintenant en mesure de démontrer laProposition
4.4,

Preuve. On note # le complémentaire d’ un négligeable de [0, 7' qui vérifie

2
Vi € HVf € Cy(D) TIf %)’ 5.

OnfixeO<t1 < - <tpg <Tetfr,fo,..., fx € Cb(D) etonnotes; = t;41 —t;.
Si tous les s; appartiennent & 74, la convergence forte L? des Tg f versles Ty f
implique que

EQV.& (fl(th)fZ(th) T fk(th))

zéhﬁm%hﬂﬂmeWW-

Si les s; ne sont pas éléments de #, ils sont limites d’ une suite d’ ééments de H.
Comme X est p.s. continu sous V%, comme les f; sont continues bornées sur D,
et comme (77), est fortement continu, I’ égalité précédente est encore vraie.

Donc QV* = @Q°, et puisque toutes les valeurs d’adhérence Q¥ de la suite
(Q™),, sont égalesa @®, (Q™),, est convergente de limite Q°. O

REMARQUE 4.9. Il ne semble pas possible de démontrer de facon probabiliste
la convergence de (Q™),, vers Q°. Dans[23], la démonstration de la convergence
forte des semi-groupes associés aux £™ (pris en une fonction f et en un instant t)
utilise le fait que les densités de transition des processus approximants convergent
dans L?(D, ;1) vers celle du processus limite. Mais cette convergence des densités
de transition découle de I’ uniforme ellipticité de a sur tout compact de D. Une
demarche semblable (ou I’ utilisation de [21]) nous é&tait interdite puisque nous
n’ avons pas suppose I’ uniforme ellipticité locale de a.
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5. Décomposition en semi-martingale sous (Q*

On suppose désormais qu’ en plus de I’ hypothese (HSP), I’ hypothese suivante est
vérifiee
(i) a2 est continue sur D,

. o (HPW)
(it) vm € N* liminfy, [0 50.m) Vo] du < +oo,

ou B(0,m) désigne laboule de centre O et de rayon m.

REMARQUE 5.1. Lacondition (HPW) (ii) est apeine plus faible que la condition
(62) qui apparait dans!’ énoncé du Theoréme6.1. de[23]. Danslapreuvede6.1, la
condition (62) n’ est d ailleurs utilisée que sous saforme (HPW) (ii). Une condition
suffisante pour que (HPW) (ii) soit vérifiée (cf [23] Rem. 6.2) est que la frontiere
de D soit de contenu de Minkowski (d — 1)-dimensionnel supérieur dans D fini,
i.e

dz({z € D/d(z,0D N B(0,m) < €})

VYm € N* limsup < 4o0.
e—0 €

Notre but est de montrer que sous ces hypotheses, ¢ est la loi d'une semi-
martingale. Pour cela, nousalons suivre, en lamodifiant quel que peu, lademarche
de [23]. Nous travaillons sur la réalisation canonique des processus, ce qui alege
certains points.

On se place sur I'espace QY = (C([0,T],®R?%))" dont on note (X™),ex la
famille des fonctions coordonnées. 2" est muni de lafiltration (F;")cjo,1) définie
par F;' = o(X,n € N,0 < u < t) etdelafiltration rétrograde G;' = o(X",n €
N,t < u < T) (régularistes a droite et complétées). On met sur QN |a probabilité
Q = ®3Q", defagon ace queles X" (w) = w, soient indépendantes et de loi
Q" sous Q.

Comme dans la démonstration de la Proposition 4.1, on définit les martingales

! (V-(apnp)> (X™) ds,

szxp—xg—/ o
n

0

! (V-(apnp)

n

0 ) () ds,

de processus croissants [ya(X7') ds et [;a(X}_,) ds. On sait alors que la suite
(X™, Xg,N",N"),, est tendue. Quitte & se restreindre & une sous-suite, qu’on

=T

note encore (X", X§, N", N "), on peut considérer qu’elle converge en loi vers
une limite (X!, X}, N!,N"). On sait dlors que X apour loi Q° sous Q. On note
(F1)iepo.r) lafiltration définiepar 7| = (X}, 0 < u < t) €t (G})iejo.r) lafiltration
rétrograde correspondante.
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LEMME 5.2. Sous @, N' est une (F});-martingale L* continue de processus
croissant [; a(X!)ds. De méme, N est une (G!),-martingale L2 continue de
processus croissant [y a(X} ) ds.

Preuve. (N{,r)ic(o,+00] €St Une suite de martingales locales continues sur

[0, 4-00] pour lafiltration (F;,1)c[o,+oc]» € processus croissant (N7 ) = fdAT
a(X?) ds.

Les (N7} ) sont continus sur [0, 4+-o0], nuls en O et uniformément bornés, donc
d aprés le Théoreme 12 de [22] (voir aussi [21]) N!, - est une martingale locale
continue par rapport a sa filtration naturelle (o(N., 7,0 < u < t))te[o +oo]- SON
processus croissant est (N, ) = [ a(X!) ds. Le fait que (N, ;) soit borné
assure que la martingale locale N' est en fait une martingale L2 sur [0, T]. Pour
terminer, il suffit donc de montrer que N' est (F}),¢(o,7)-adaptée.

On note (Dy, ), une suite croissante d’ ouverts relativement compacts de D telle
querD_k C Digy1€tUpDp = D.

On décompose N} en

t t
N = [ 10, () ant + [ 10t o,

et on vérifie que

k—+o00

t
/ 1pe (X1) dN}

EX
0

donc il existe une sous-suite (DY), de (Dy,)x, dépendant de ¢, telle que

2
) < tdlafloop(DE) —— O,

!
/1Dt st]C+ 0 Q-ps,

ce qui assure que

l _ ! -
= kﬂrpoo / 1Dt dN Q-p.s.
I suffit donc demontrer quepour chaquek € N, [ 1p, (X?) dN/ est (F})iejo.1)-
adapté. Fixons k et choisissonsu € C°(D) telle que u(z) = z sur Dy. On note
Du ladériveede u
On utilise d'abord laformule d' 1td pour obtenir

t
w(XT) = u(Xg)+/0 Du(X") dN"

t V.(ap) aV,on
+/0 Du= 2 +/ Duy P (x7) s (5.1)
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et on cherchelalimite en loi de chacun des termes de cette expression. D’ apres le
Théoréme 2.2 de[19], la convergence en loi de (X™, N™) vers (X!, N') implique
cellede (X", N", [3 Du(X") dN?) vers (X', N, [} Du(X!) dN!) et donc

(wxe), u(x), /o Duxryan )

e”—'°'>< w(XY), / Du(X le>

n——+0oo

D’ autre part, comme Du(V.(ap)/2p) est continue bornée sur R?, la fonction
z — [¢ Du(V.(ap)/2p)(x) ds est continue et par conséquent

) (vl -
. pa———— X,)ds enloi.
Enfin, lamajoration
aVpn t| Dul|oolafloo [Vl 0 < 1 )
— (X7 < . -
Y 205 ( S)ds‘ = 2n(inf A 6)2 & infad

ou A est le support de u, permet d’ affirmer que le terme fg Du(aVpn/2p,)(X72)
ds converge Q-p.s. vers 0, et donc converge en loi vers 0. On peut donc passer ala
limite dans (5.1), et on obtient

w(X]) = u(Xh) +/ Du(X?) le+/ Du (“p)(X

ds.
2p ) ds

S

D’ ol on conclut que le processus 5 Du(X)) N7 est (F7)e[o,r1-2dapté. Comme
/ 1p, (X!)dN! = / 1p, (X)) Du(X!)dN?

le processus [ 1p, (X!) dN! est également (F}),c(0-adapté, ce qui termine la
preuve pour N,

Le résultat énoncé pour N' s obtient par le méme raisonnement, en remplacant
partout 5, par G, et X} par Xt _,. |

On montre ensuite que X' est une semi-martingale sous Q.

LEMME5.3. Il existe un processusavariation bornée V!, (F}),-adapté et continu,
tel que

V.(ap)

X! = Xxb+ N+ / Lxhds+v wel0r] Qps (62
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Preuve. Pour m € N*, onsedonneu € C°(R?) tellequeu(x) = = sur B(0,m)
et supp u C B(0,m + 1). On procede de fagcon analogue & la démonstration du
Lemme5.2, en étudiant la convergenceen loi de chacun destermesdel’ expression

w(XT) = u(Xg)—l—/t Du(X") dNT

+/ Du ap (X™)d +/ VP xmy s, (5.3)

On peut a nouveau utiliser le Théoreme 2.2 de [19] qui assure que

( u(XE) /Du dN”)

L (u(Xb,u(Xé), [ putxiyant).

n——+0oo

Comme a, V.a €t a(Vp/p) sont supposées continues bornées sur D, la fonction
z — [¢ Du(V.(ap)/2p)(z,) ds est continue, donc

b Viap)  on c b Viap) i
/0 Du P () ds s /0 Du 0 (X{) s

Il resteamontrer quele dernier terme de (5.3) converge en loi vers un processus
avariation bornée. Or ce terme vérifie

t
Vi >0 sup E9 </ ‘DuM
n 0 an

(xp) ds)

= sup(t/2 | o PV Pl

< (/2| Dullsc laloss S0P [ Vpulpde.
n JDNB(0,m+1)

L’ hypothese (HPW) (ii) implique qu’il existe une partie infinie I de N* telle que

sup |V pn|(z)p(x) dz < +o0.
n€l J DNB(0,m+1)

Il existe donc une sous-suite de la suite

b aVpy )
Du X™ ds
</0 2pn, ( S) nEN*
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qui est uniformément bornée en espéranceet qui, d’ apres[22] Corollaire 9, converge
en loi vers un processus a variation bornée V™ qui vérifie

t
o (/ |dVl’m|>
0

< (t/2)||Dul o lallcoyr sUP IV pulp dz < +o00.
nel J DNB(0,m+1)

Pour -presque tout w et tout ¢ € [0, 7], on adonc

t t
u(th):u(Xé)—i—/ Du(Xg)stUr/ Du%zp)(Xﬁ)derth’m.
0 0

Comme u(z) = z sur B(0,m), en notant 7,,, = inf{¢t > 0/|X}| > m}, on obtient

tATm tATm v
X, =uxh) + [ awte [T T (a4 vl

Ceci étant vrai pour tout m € N*, on peut faire tendre m vers +oo. 7, tend
aorsvers+oo etona

t
X! = X+ N} + /0 %;p)(xg)dsquvg Vte [0,T] Q-ps, (5.4)

ou V! est définie en utilisant la consistance de la suite (VZA’Tm)m: pour tout m € N*
onpose V., = V.ZA’Tm Q-p.s.. Le processus V! est a variation bornée par con-
struction, et continu (7} );-adapté d’ apres (5.4). O

REMARQUE5.4. Si D est borné, on peut trouver une constante Cy,, indépendante
dem telle que

Vm € N*

3l Dullsollallsoma sup IVpul(z)p(z) dz < Cap < +00.
nel JDNB(0,m+1)

Le processus limite V1™ vérifie dors

t
o ()
0
t
= ZEQ </0 |d‘/5l,m|17—ml<t<7—m>

<tCsup Y Q-1 < t < ) < tC0sp < +00.
m
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D’ aprésleLemme5.3, X! est une semi-martingale sous (). Notre but &tant de mon-
trer que le processus canonique X sur 2 = C([0, 7], R?) est une semi-martingale
sous %, il nous faut ‘transporter’ les résultats précédents par I application

XU QY (FN) = (9 (Fo)o),
w — X' (w).

On sait que Q* = Q o (X')~L. Comme N' et V! sont (F!),-adaptés sur OV, il
existe des processus N et V sur  tels que pour tout ¢ € [0, T]: Ny(X'!) = N} et
Vi(XY) =V Q-p.s. Il est clair que N et V' sont des processus atrajectoires Q-p.s.
continues, que V' est a variation bornée Q*-p.s. et que N est une martingale L2 de
processus croissant [, a(X) ds. L' égalité (5.2) se traduit immédiatement par

V.(ap)
2p

t
X, = Xo+ N + / (X)) ds+V; Vtel0,T]Q%ps,
0

ce qui prouve gue X est une semi-martingal es sous Q°.

REMARQUE5.5. S D est borné d' apresla Remarque 5.4 on a

1 1
EY (/ |st|> = E9 (/ |de|> < +00.
0 0

X est dors une Q*-quasi-martingale au sens de [11] Proposition 1.1. En prenant
o = Id et p = 1 (qui vérifient (HPW) (i)), on voit que le brownien réfléchi dans D
est une quasi-martingale. Le Théoreme 1.1 de [11] permet d’en déduire que D est
un ensemble de Caccioppoali fort, i.e.

3C > 0/Vg € HY(D)NCy(D) Vi€ {1,...,d} /D % dz < Cl|g]| -

Donc tout ouvert borné qui vérifie (HPW) (ii) est un ensemble de Caccioppoli
fort.

6. Etudedu termederéflexion

On chercheici aidentifier lafacon dont la diffusion réflechie réversible de loi Q°
se réfléchit au bord de I’ ouvert D. Dansle cas ou le bord de D est lisse (au moins
C?) et non caractéristique, cette réflexion est conormale, ¢ est-a-dire que lamesure
de Revuz associée au terme de réflexion est anp da, ol n est lanormale intérieure
au bord de D et o la mesure de surface sur le bord de D. Dans le cas ou le bord
de D n'est plus lisse, mais vérifie les hypothéses sous lesquelles Chen a construit
le brownien réflechi dans D (cf [10]), on veut montrer que ceci est toujours vrai,
a condition de définir n da: comme la mesure de Revuz du brownien réfléchi dans
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D. Rappelons d'abord la fagon dont Chen construit la normale et la mesure sur le
bord de D a partir du brownien réfléchi.

6.1. RAPPEL DES RESULTATS DE CHEN

On fait sur D les hypotheses suivantes

(HC) D estbornéet il existe une suite croissante (D) d ouverts relativement
compactsabordsC>tellequeVk Dy, C Dy11, Uy, D = D etsup;, a(0Dy,)
< +00 0U «y, est la mesure de surface sur le bord 0D, de Dy..

REMARQUE 6.1. Une condition suffisante pour qu’ une telle suite (Dy, ), existe
est que I” hypothese de contenu Minkowski énoncée ala Section 5 (Rem. 5.1) soit
vérifiee (cf [10] Lem. 2.5). Une condition nécessaire est que D soit un ensemble
de Caccioppoli fort (cf [11] Thm. 5.1.).

On définit sur D laforme de Dirichlet

D(H) = HY(D),
1 2
Vi eD() H(D) =5 [ VP

qui est locale mais non-réguliere sur D.

D’aprés [10] Section 3, il existe un compactification D de D sur laquelle
(H,D(H)) est réguliere. Plus exactement, D est un compact dont D est un ouvert
dense, |a topologie de D induit sur D la topologie euclidienne, et on étend la
mesure de Lebesgue & D en posant dz(A) := dz(A N D) pour tout borélien A
de D. On peut ainsi identifier L?(D, dz) et L?(D, dz). (%, D(H)), construite sur
L?(D, dz) est alors définie sur L?(D, dz), on dit qu’ on adéfini (H, D(H)) sur D.
L a compactification D est choisie pour que (#, D(H)) soit réguliére sur D.

De plus on peut choisir D pour que pour chaque: € {1,...,d}, lafonction de
DdansRz — x; se prolongeaD defagon continue. On note 7' ce prolongement.
Lafonction 7 := (7l,...,n%) envoie D sur D et 9D sur 9D (exceptéun ensemble
de 9D de H-capacité nulle).

On note (2, (FV)y, W, (Pr),cp) la diffusion réflechi réversible associée a
(H,D(H)).

Sous les hypothéeses (HC), la suite des mesures vectorielles (n; day )k, oU Ny
est la normale intérieure au bord de Dy, converge faiblement vers une mesure n
da, ol o est une mesure scalaire positive portée par le bord de D et n un vecteur
unitaire défini a-p.p. sur 9D. Le brownien réflechi W = « o W dans D admet
alorsla décomposition suivante (cf [10]) Thm. 4.4)

Wy =Wo+ By + / dL Vt 0 Pz-p.S.

pour tout 2z de D (hors d’un ensemble de 9D de H-capacité nulle) ou B est
une fonctionnelle additive martingale (en abrégé MAF) brownienne de W et L



DIFFUSIONS REFL ECHIES REVERSIBLES DEGENEREES 405

la fonctionnelle additive continue positive (en abrégé PCAF) de W associée ala
mesure réguliére o (cf [14] Chap. 5).

Enfin, la‘ normaleintérieure n dé&finie par le brownienréfléchi’ vérifielaformule
de Green (cf [10] Thm. 4.5)

Vf,g € HY(D) N L*(D)/Vg € HY(D) N L*°(D)

/ F(2)Ag(z) de + / V/(2).Vg(x) ds
D D

- —/~ F(#)Vg(x).n(z) da(s).
oD

REMARQUE 6.2. Il n'y a pas nécessairement unicité de lacompactification D qui
rend (H, D(H)) réguliere. Mais ce qui suit est valable pour toute compactification
D ayant |es propriétés énoncées précédemment.

6.2. LA FAMILLE FORTEMENT MARKOVIENNE ASSOCIEE A (€%, D(£%S5))

On veut décomposer la diffusion réfléchie associée a (£, D(£¢)) en utilisant n.

Il faut pour cela que (£%,D(E%)) soit réguliére sur D. On fait donc ici, outre
les hypothese (HSP) et (HPW), I’ hypothese (HC) qui assure I'existence de n et
I’ hypothése suivante sous laquelle (£¢, D(E°)) est réguliere sur D

(HR) HY(D) est densedans H (D, y, ay).

Puisquelaforme (€%, D(E°)) est réguliére et fortement locale au sens ou: Vu, v €
D(E?%) /u, v asupports compacts

v constant sur un voisinage de supp (u) = £*(u,v) = 0,

on sait qu'il existe une famille (Q**), . fortement markovienne et u-réversible
sur (C([0, T, D), (F1)e), OU (F)eo,r) €st la filtration (régularisée a droite et
complétée) donnée par |e processus canonique X sur C([0, T, D), telle que

Vf e L¥(D,u)bornée  E97(f(Xy) =17 f(x) p-ps.

Q° est alors par construction I'image de Q*# = [ Q** du(x) par .
PROPOSITION 6.3. Pour £5-quasi tout z de D

Qe (/O+°° 1,5(X,) ds > o) — 0.

Preuve. (cf preuveduLem. 3.1de[10]). Posonsé(z) = B (J;7*° 1,5 (X;) ds).



406 MYRIAM FRADON

[ 0w = 59 ([ 1,505 )

- /O+OO/DlaD(:r)d,u(x)d5:0,

donc 6 = 0 p-p.s. sur D.

¢ est unefonction O-excessive(i.e. T;0 < ¢ et T;0(x) — ¢(x) quand¢ — O pour
toutz € D), doncd aprés[6] Proposition |1 4.2 elleest finement continuesur D. On
en déduit (cf [14] Lem. 4.2.4) qued est nulle £5-quasi partout sur D. Ceci implique
lerésultat annoncé, puisque unefonction positive d’ espérancenulleest nulle p.p. O

6.3. LA DECOMPOSITION EN FONCTIONNELLES ADDITIVES

Fixonsi € {1,...,d}.

Lafonction 7* est continue sur D et vérifie ni(z) = x; et Vr'(z) = (9;n" =
dij)1<j<a SUr D. Onasupposéici D borng, donc " estbornéeet n* € H(D, p, ap).
On peut aors utiliser [14], Sections 5.1 et 5.2, pour décomposer la fonctionnelle
additive AL = 7 (Xt) -7 (Xo) D’ apres [14] Théoreme 5.2.2, A® se decompose
defagon uniqueen A* = M* +U* oli M* est une martingale fonctionnelle additive
(cf [14] Chap. 5.211) et U* une fonctionnelle additive continue d’ énergie nulle (cf
[14] Chap. 5.2 111).

Lafonction

C([0, +o0], l~)) — C([0, 40, E),
(t = X;) = (t = n(X})),

qu’ on note encore 7, est continue sur C([0, +oo[, D) et injective sur I’ ensemble

{XEC //m - ds—O}

qui est de probabilité 1 sous Q**. Il est donc licite de définir M et U Q*-p.s. sur
C([0, +-oof, D) par My(m(X)) = M;(X) et Uy(w(X)) = Uy(X). Par un raison-
nement identique & celui qui permet de passer de (N', V) & (N, V) (cf findela
Sect. 5), on vérifie que M est une Q*-martingale et que lavariation quadratique de
U sous Q° est égaleacelle de U sous Q*%*, qui est nulle puisque U est d’énergie
nulle (d'apres[14] (5.2.10)).

Comme

(m(X))¢ — (m(X))o = My(m(X)) + Up(m(X))Vt € [0, +-00[ Q*"-pss,,
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on ala décomposition
X — Xo= Mt(X) + Ut(X) Vit € [O, +OO[QS'p.S.,

cequi, enidentifiant avec ladécomposition en semi-martingal e obtenue ala Section
5, donne

My(X) + Uy(X) = Ny + /ot V.Z(ZP) (Xs)ds+V; Vte[0,7]Q°-ps.

Le terme [5(V.(ap)/2p)(X,)ds + V est a variation bornée, donc de variation
guadratique nulle. Lamartingale

M(X) —N:/O'%?(Xs)ds—i—V—U(X)

est de variation quadratique nulle, donc elle est nulle. En utilisant la Remarque 5.5,
on en déeduit que pour tout 7' > 0

Qo [ [T _ g [ [ae
0 0

_ g (/OT V.(ap)

2p
6.4. LESTERMESA VARIATION BORNEE

(X5s)

T
ds+/ |dVS|> < +oo.
0

Unefonctionnelleadditive F qui est avariation bornéeau sensusuel (i.e. f; |dF;| <
400 VT > 0 Q**-p.s.) est avariation bornée au sens de [14] p. 143
Il existe un borélien N de D U {A} de capacité nulle tel que

Vee DU{A} - N Q%%(s — F,avariation bornéesur [0, 7| VT >) = 1.

(Ceci est du au fait que lafonction qui &z associe Q*(3t > 0/ [¢ |dFy| = +o00)
est 0-excessive, donc nulle £#-quasi partout des qu’ elle est nulle p-p.s.)

U’ est avariation bornée au sens usuel, donc avariation bornée au sensde [14].
Il existe donc une mesure réguliére signée 11, associée a U, Elle est somme des
deux mesures régulieres signées 1 ;i et iy« associée aux fonctionnelles additives
avariation bornée

Ji:A'Z%I?m(W(XS))dS g K'=U"-J"
J
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Lamesure 1 ;: est facile aidentifier. Elle vérifie par définition: V¢ > 0 Vf, h
boréliennes positives sur D

oo [ 1 - 9i(aip), =
[ &° (/0 AW 7 (w(Xs»ds) () du()

t
:/ /~Tjhfd,u,ﬂds.
0JbD

Enprenanth = 1, etdoncT?h = 1 puisqueladiffusiondeloi Q%+ est conservative,
on obtient que

0;(aij
duge =3 =5 (zp]p) du
j

Pour déterminer la mesure réguliere

0;(a;;
i = duyi — Y % dy
j

associée au terme de réflexion K, il suffit donc d’identifier 1.

6.5. IDENTIFICATION DE LA MESURE DE REVUZ

On utilise pour celale Lemme 2.2 de [10]. Puisque E?"( f, |dU!|) < +oc, on sait

que |pgi| (D) < +oo et donc

Vi e DE)NLX(D) £, ) = —/ﬁfdp,m.

On en déduit que pour toute fonction f de D(£%) N L>° (D)

R 9;(aijp)
[ fdu = =€ 1) /D; 22 f
1
= -5 /D zj:aijpajf + 9j(aijp) f dz
1
— _E/Dzjjaj(aijpf) d.’I)

1 .
= —EZ/DVW].V(aijpf)dx,
j
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et on utilise laformule de Green établie par Chen (cf [10] Thm. 4.5). Lafonction
7 et sadérivée sont H(D) bornées. a;; et p sont H'(D) bornées, doncsi f I'est
aussi le produit a;;pf est H1(D) borné et on apour toute f € H(D) N L>(D)

1 , 1
/Dfd,uKi = —E;/DaijprWj.(—n)da: é/bf(an)ipda.

Ceci est vrai en particulier pour f € C(D) n HY(D), et donc par densité
pour toute f € C(D), puisque (H,D(H)) est réguliére. Par consequent du i =
L(an);p da.

2 7

6.6. CONCLUSION

Le résultat précédent étant vrai pour chaquei € {1,...,d}, ladiffusion réflechie
7(X) avaeursdans D admet la décomposition suivante

w(X) = n(o) + 3(0) + [ 5P (X)) s + Ki()

2
vVt € [0,T] Q*“-p.s.
pour £°-quasi-tout z de D,

ol M(X) est une Q**-martingale L? de processus croissant [; a(m(X;)) ds et

K (X) une fonctionnelle additive a variation bornée de mesure réguliére associée
%anp da.
Lefait que Janp da soit portée par le bord de D assure que K.(X) vérifie

. t .
K(X) = /0 1¢ o 0K, (X) Vit € [0,7] Q*"-ps

pour £*-quasi-tout : de D.

7. Descasol HY(D) est densedans H(D, p, ap)

L a décomposition précédente a été obtenue sous I’ hypothese
(HR) HY(D) est densedans H(D, j1, ay).

Avant tout, il y alieu de faire quelques remarques sur cette hypothese.

REMARQUE 7.1. Il y a certains cas ou il est immédiat que (HR) est vérifiée.
Par exemple st D = R¢ ou s ap décroit trés vite au bord de D, (HR) est vraie
(cf Lem. 2.4). Il est immédiat aussi que (HR) est vraie si a est uniformément
elliptique et p uniformément minorée par une constante strictement positive (et
meéme, d apres la Prop. 7.3, I’ hypothese ‘ p uniformément minorée’ est inutile ici).
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REMARQUE 7.2. Dans |’ approximation par pénalisation et |’ approximation par
I”intérieur (pour le cas a localement uniformément elliptique) présentéesdans[23],
I’identification delaforme de Dirichlet (eventuellement non réguliere) associée au
processus limite est obtenue sous I’ hypothese (cf [23] Thm. 3.9 (A4) et Rem. 4.6)

{fip/f € L™(RY),Vf € L*(R?), f asupport compact}
est densedansD(€).

Cette hypothese implique que (HR) est vérifiéee.

Nous présentonsici quelques cas particuliers ou nous savons montrer que (HR)
est vraie. Montrons d’ abord que I’ on peut se ramener au cas ou . est la mesure de
Lebesguesur D.

PROPOSITION 7.3.9p € C}(D),p > Osur D etsi p vérifielaconditiond énergie
finie, alors H(D, dz,a dx) est densedans H (D, p, ap).

Cette proposition signifieque si (HR) est vraie avec u = dz, elle est vraie avec une
probabilité . quelconque(vérifiant (HSP)).

Preuve.Onfixeu € H(D, ui, ap). Il 0" est pasrestrictif desupposer que||u|| <
+oo puisque les fonctions bornées sont densesdans H (D, p, ay). On cherche une
suite (uy,), d' éémentsde H (D, dz, a dz) convergeant vers u dans H (D, j, aj).
On définit 4, : RT — [0, 1] par 4, (z) = 0V (2"x — 1) A 1 et on approche u par la
fonctionu, = v, (,/p)u. Il estclair quew,, € H(D, dz,a dz) pourtoutn € Netla
convergence de u,, versw dans L?(D, ;1) estimmédiate par convergence dominée.
Il reste a montrer que o'Vu,, tend vers o Vu dans L?(D, u)

/D loVu — o Vu,|?p oz

/ )20 Vu|?p da

2
O~——=

+2/ 22 2 n<\/—<2 n+1)pu 2\/_

< ZL 1(0<\/I—)<2—n+1)|0'V’U,|2pd$

2

Vb pdz,

o—=
p

2n.5—2n+2 2
+5222 222, [ Loc pez

qui tend vers O par convergence dominée. O

PROPOSITION 7.4. S D est un domainede R (i.e. si d = 1) et si le bord de
I’ensemble ou o S'annule est négligeable pour la mesure de Lebesgue (i.e. s
dz(d(o = 0)) = 0) alors HY(D) est densedans H (D, 1, ajt).
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Preuve. En dimension 1, on peut supposer queo > Oenprenanto = y/a = |o]|.
Lafonction o peut alors n'é&re plus C}(D), mais elle reste bornée a dérivée p.p.
bornée (i.e. W1>°(D)). D’ aprés|a proposition précédente, il suffit de montrer que
HY(D) estdensedans H (D, dz, a dz). Pour cela, onvautiliser lasuiterégul arisante
(J:). définie lors de la demonstration du Théoreme 2.8, et une suite croissante
(¢n)n defonctions C*° a supports compacts dans |’ intérieur de {o = 0}, qui tend
presque sirement vers la fonction caractéristique de I’ intérieur de {o = 0} :

1

o -
{o=0}

On se donne une fonction u de H(D, dz, a dz). Quitte & multiplier u par une
fonction C2°(R) dont on fait tendre ensuite le support vers R, on peut se ramener
au cas ou u est asupport borné. On définit pour e > 0,7 > Oetn € N* lafonction
approchée

1
o+n

(ou) + (Je * u)ihy.

ug,n,n =

Puisqueu € H(D,dz,adz) et o € Cf, lafonction (ou) appartient a H(D) et

a pour dérivée (au sens des distributions) o Vu + uVo. Par conséquent, u. ,, , €
H'(D) et apour dérivée

Vo
V’U/g’n’n = —W(UU) + o+ n

+ (Ve s w)hn + (Je  u) Vipy.

(oVu +uVo)

Onveut montrer que . ., convergeversy dans H (D, dz, o dz) quand n. tend vers
+o00 €t ¢ et i tendent vers 0.
Pour tout & > 0, leterme |[uc 5,n — ull 2(p,az) €St MEjOre par

1 ou nu
U+U(UU)+(JE*U)¢R_U+ﬁ O’—|-7]

(8

nu .
+U + n(z/)n 1)(1020 + 1a<6‘)

L2(D,dz)

< || e *u—ullp2pdey + lullL2(p,de)

o

0+n
Hluwln — D)ool 2(p )

etleterme [[oVue 5 — oVul|2(p gy €St plus petit que

an

m(va)u(lazﬂ + Lo<o <o)

L2(D,dz)
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n
+ oVu|(1es9 + 1oy
H o+ n |( >0 0< <0) LZ(D,da:)
<y Z " (I(Vo)ullLzp aey + lloVull2(p dr))

+[(Vo)uloco<ollLz(p,d) + [loVuloco<oll 2D ar)-

Fixons « > 0. On peut trouver un § assez et un n assez grand pour que les ter-
mes ||u(n — 1)1<T<0HL2(D,da:)v (VU)U10<0<0_||L2(D,da;) et HUVU10<G<0HL2(D,dx)
soient tous plus petitsque a, puisunn assez petit pour avoir (n/(6+n)) vl ,2(p de)
et

Ui

m(H(VU)UHLZ(D,dz) + loVullz2(p,dr))

également inférieurs a . Quand ¢ est assez petit pour que ||J: * u — ul| 2(p,dr)
soit majoré par o, onaaors ||uc ;0 — vl g(p,de,ade) < B |

Casparticulier: S

1 0
D =]0,1% du=dzdy et o(z)=
0 O
alors H1(D) est densedans H (D, p1, aps).
Preuve. Fixonsu € H(D, u, ap)NL> (D). Ennotant (J). unesuiterégularisante
sur R (cf preuve du Thm. 2.8), on approche u par

ue(x,y) = (Je xou)(z,y) = /]o | Je(y — z)u(z, z) dz.

Comme I’ensemble {z/(z,z) € D} ne dépend pas de z, u. a pour dérivées par-
tielles Qu. /0x = J. *2 (Ou/0x) et Qu. /Oy = J! x u, €t appartient a H1(D).

lue = wliZe(p, = /]o . 1 % w(z, ) = u(@, )| 200,114y 9
et pour presquetout 2 de]0,1[, I’ appartenancede u(z, -) aL?(]0, 1, dy) assure que
|z *u(zx,-) —u(z,-) H%Z(]O 1Ldy) tend vers 0 quand e tend vers O et est majorée par
2 ||u(z, ')”%ZGO 1L.dy) qui est intégrable. En utilisant le theoreme de convergence
dominée, on obtient que

L?(D,p)
e—0

2
e — UHLZ(D,H) 0.

Enfin, delaméme fagcon que pour «, on montre que o Vu, = du. /0x converge
dans L2(D, ) versoVu = du/0z puisque du/dx est ément de L?(D, ).
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Lafamille (J. *2u). o est donc unefamille d’ éémentsde H(D) qui converge
quand e — Oversw dans H (D, s, ap). O

REMARQUE 7.5. Cette démonstration se généralise sans peine au casou D =
D' x D", avec D' et D" desouvertsde R" et R4, et

a 0
a = y
0O O
avec o' matrice r x r uniformément elliptique sur D'.
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