
❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ▲✐❧❧❡ ❉é♣❛rt❡♠❡♥t ❞❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ▼✳❋r❛❞♦♥

▼❆❙❙ ▲✸ ❙✺ Pr♦❜❛❜✐❧✐tés ❆♣♣r♦❢♦♥❞✐❡s ✷✵✶✾✲✷✵✷✵

❊①❛♠❡♥ ❞✉ ✷✵ ❞é❝❡♠❜r❡ ✷✵✶✾

❉✉ré❡ ✿ ✷ ❤❡✉r❡s✳ ❙❛♥s ❞♦❝✉♠❡♥t✳ ❚♦✉t ♠❛tér✐❡❧ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ✐♥t❡r❞✐t✳

❊① ✵✳ ✶✮ ◗✉❡ s✐❣♥✐✜❡ ❧✬❛✣r♠❛t✐♦♥ F ❡st ✉♥❡ tr✐❜✉ s✉r Z ❄

✷✮ ❙✐ f ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ Z ✈❡rs R✱ q✉❡ s✐❣♥✐✜❡ f ❡st F✲♠❡s✉r❛❜❧❡ ❄

✸✮ ◗✉❡ s✐❣♥✐✜❡ µ ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ s✉r (Z,F) ❄

❊① ✶✳ ❖♥ ♥♦t❡ F ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ Z q✉✐ s♦♥t st❛❜❧❡s ♣❛r ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ s✐❣♥❡ ✿

F = {A ⊂ Z t❡❧ q✉❡ ∀k ∈ A − k ∈ A}

❖♥ ❞é✜♥✐t ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r Z ✿
f : Z −→ R

k 7−→ k2

g : Z −→ R

k 7−→ k3

✶✮ ❉♦♥♥❡r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ré❝✐♣r♦q✉❡s ♣❛r f ❡t ♣❛r g ❞✉ s✐♥❣❧❡t♦♥ {36} ❡t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ]−∞; 36]✳

✷✮ Pr♦✉✈❡r q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❡st F ✲♠❡s✉r❛❜❧❡ ❡t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s✳

❊① ✷✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦♠✐♥é❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡✱ ❝❛❧❝✉❧❡r

lim
n→+∞

∫ +∞

1

n sin(1/x)

x2 + n2x
√
x
dx

❊① ✸✳ ❯♥ r❛t ✈✐t ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❛❣❡ à tr♦✐s ét❛❣❡s✳ P♦✉r ❧❡s ❜❡s♦✐♥s ❞✬✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ ♦♥ ❧✬♦❜s❡r✈❡
à ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ t❡♠♣s ré❣✉❧✐❡rs✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧♦rsq✉✬✐❧ ❡st à ❧✬ét❛❣❡ ❞✉ ❜❛s✱ ♦ù ✐❧ ❞♦rt✱ ✐❧ ❛ tr♦✐s
❝❤❛♥❝❡ s✉r q✉❛tr❡ ❞✬② r❡st❡r ❡t ✉♥❡ ❝❤❛♥❝❡ s✉r q✉❛tr❡ ❞❡ ♠♦♥t❡r à ❧✬ét❛❣❡ 1✳ ▲♦rsq✉✬✐❧ ❡st à ❧✬ét❛❣❡
1✱ ♦ù s❡ tr♦✉✈❡ ❧❛ ♥♦✉rr✐t✉r❡✱ ✐❧ ❛ ✉♥❡ ❝❤❛♥❝❡ s✉r ❞❡✉① ❞✬② r❡st❡r✱ ✉♥❡ ❝❤❛♥❝❡ s✉r q✉❛tr❡ ❞❡ ♠♦♥t❡r
à ❧✬ét❛❣❡ 2✱ ❡t ✉♥❡ ❝❤❛♥❝❡ s✉r q✉❛tr❡ ❞❡ ❞❡s❝❡♥❞r❡ à ❧✬ét❛❣❡ 0✳ ▲♦rsq✉✬✐❧ ❡st ❡♥ ❤❛✉t✱ à ❧✬ét❛❣❡ 2✱ ✐❧
❛ ✉♥❡ ❝❤❛♥❝❡ s✉r ❞❡✉① ❞✬② r❡st❡r ❡t ✉♥❡ ❝❤❛♥❝❡ s✉r ❞❡✉① ❞❡ ❞❡s❝❡♥❞r❡ à ❧✬ét❛❣❡ 1✳

❖♥ ♥♦t❡ Xn ❧❡ ♥✉♠ér♦ ❞❡ ❧✬ét❛❣❡ ♦ù ✐❧ s❡ tr♦✉✈❡ ❛✉ ❜♦✉t ❞❡ n ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ t❡♠♣s✳

✶✮ ❉❡ss✐♥❡r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛✐♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ (Xn)n∈N✳ ◗✉❡❧❧❡ ❡st s❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❄

✷✮ ▲❡ r❛t s❡ tr♦✉✈❡ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t à ❧✬ét❛❣❡ 2✳ ◗✉❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ tr♦✐s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡
t❡♠♣s ♣❧✉s t❛r❞ ✐❧ s♦✐t à ❧✬ét❛❣❡ 0 ❄

✸✮ ▲❛ ❝❤❛✐♥❡ ❡st✲❡❧❧❡ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❄

✹✮ ◗✉❡❧s ét❛ts s♦♥t ré❝✉rr❡♥ts ❄ tr❛♥s✐❡♥ts ❄ ◗✉❡❧❧❡ ❡st ❧❡✉r ♣ér✐♦❞✐❝✐té ❄

✺✮ ❈❡tt❡ ❝❤❛✐♥❡ ❛✲t✲❡❧❧❡ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ré✈❡rs✐❜❧❡ ❄ ❙✐ ♦✉✐✱ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❄ ❆✲t✲❡❧❧❡ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❄ ❙✐ ♦✉✐✱ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❄

✻✮ ❊♥ ♠♦②❡♥♥❡ s✉r ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡ ♣ér✐♦❞❡✱ q✉❡❧❧❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ s♦♥ t❡♠♣s ❧❡ r❛t ♣❛ss❡✲t✲✐❧ à
❧✬ét❛❣❡ 0 ❄ ✭❥✉st✐✜❡r✮

✼✮ ▲❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ r❛t à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ s❛ ♣♦s✐t✐♦♥
Xn à ❧✬ét❛♣❡ n ♥✬❡st ♣❛s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ X0✳ ▼❛✐s ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ q✉❛♥❞ n ❡st
très ❣r❛♥❞ ❞♦♥❝ ❛✉ ❜♦✉t ❞✬✉♥ t❡♠♣s très ❧♦♥❣✱ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ Xn ❞✉ r❛t ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣r❡sq✉❡ ♣❧✉s ❞❡
s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ Pr♦✉✈❡r ❝❡tt❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t✱ ❣râ❝❡ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ❧♦✐✱ q✉❡

∀e, e′ ∈ {0, 1, 2} lim
n→+∞

P (Xn = e′ , X0 = e) = lim
n→+∞

P (Xn = e′)P (X0 = e)



❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ▲✐❧❧❡ ❉é♣❛rt❡♠❡♥t ❞❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ▼✳❋r❛❞♦♥

▼❆❙❙ ▲✸ ❙✺ Pr♦❜❛❜✐❧✐tés ❆♣♣r♦❢♦♥❞✐❡s ✷✵✶✾✲✷✵✷✵

❊①❛♠❡♥ ❞✉ ✷✵ ❞é❝❡♠❜r❡ ✷✵✶✾✱ ❝♦rr✐❣é

❊① ✶✳

✶✮ f(k) = k2 ❡t g(k) = k3 ♣♦✉r t♦✉t k ❞❡ Z ❞♦♥❝

f−1 ({36}) =
{

k ∈ Z ; k2 = 36
}

= {−6 ; 6} g−1 ({36}) =
{

k ∈ Z ; k3 = 36
}

= ∅

❖♥ s❛✐t q✉❡ k2 ≤ 36 ⇐⇒ |k| ≤ 6 ❞♦♥❝

f−1 ({]−∞; 36]}) =
{

k ∈ Z ; k2 ≤ 36
}

= {−6,−5,−4, · · · , 6} = [−6; 6] ∩ Z

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x 7−→ x3 ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡t 33 = 27 ≤ 36 ❡t 43 = 64 > 36 ❞♦♥❝

g−1 ({]−∞; 36]}) =
{

k ∈ Z ; k3 ≤ 36
}

=]−∞; 3] ∩ Z

✷✮ F ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ Z q✉✐ s♦♥t st❛❜❧❡s ♣❛r ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ s✐❣♥❡✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❡st ❞♦♥❝ F ✲♠❡s✉r❛❜❧❡ s✐ ❧✬✐♠❛❣❡ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❞❡ t♦✉t ❜♦ré❧✐❡♥ ❡st st❛❜❧❡ ♣❛r ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ s✐❣♥❡✳
▲❛ ♥♦♥✲♠❡s✉r❛❜✐❧✐té ❞❡ g s✬❡♥ ❞é❞✉✐t ✿

g−1 ({]−∞; 36]}) =]−∞; 3]∩Z 6∈ F ♣✉✐sq✉❡ − 5 ∈ g−1 ({]−∞; 36]}) ❡t 5 6∈ g−1 ({]−∞; 36]})

❱ér✐✜♦♥s q✉❡ f ❡st ♠❡s✉r❛❜❧❡✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ f−1 ({]−∞; t]}) ∈ F ♣♦✉r t♦✉t t ré❡❧✱ ❝❡ q✉✐
❡st ❜✐❡♥ ❧❡ ❝❛s ✿

∀t ∈ R f−1(]−∞; t]) =
{

k ∈ Z ; k2 ≤ t
}

=
{

k ∈ Z ; |k| ≤
√
t
}

=

{

∅ ∈ F s✐ t < 0

[−
√
t ;

√
t] ∩ Z ∈ F s✐ t ≥ 0

❊① ✷✳ P♦✉r t♦✉t n ∈ N
∗ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ fn : x 7−→ n sin(1/x)

x2+n2x
√
x
1[1;+∞[(x) ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①

❞♦♥❝ ♠❡s✉r❛❜❧❡ s✉r R✳ ❊❧❧❡ ❡st ❘✐❡♠❛♥♥✲✐♥té❣r❛❜❧❡ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [1; +∞[ ❡t ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡
❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ♣✉✐sq✉❡

∫ +∞

1

∣

∣

∣

∣

n sin(1/x)

x2 + n2x
√
x

∣

∣

∣

∣

dx ≤
∫ +∞

1

n

n2x
√
x
dx ≤

∫ +∞

1

1

x
√
x
dx < +∞

❉♦♥❝ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❞❡ fn ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ s♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ✿
∫ +∞

1

n sin(1/x)

x2 + n2x
√
x
dx =

∫

R

n sin(1/x)

x2 + n2x
√
x
1[1;+∞[(x) dλ(x)

P♦✉r t♦✉t x ❞❡ [1; +∞[ ♦♥ ❛ ❝♦♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s

∣

∣

∣

∣

n sin(1/x)

x2 + n2x
√
x

∣

∣

∣

∣

≤ n

n2x
√
x
≤ 1

n
❞♦♥❝ ❞♦♥❝ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡

❢♦♥❝t✐♦♥s (fn)n ❝♦♥✈❡r❣❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✈❡rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉❧❧❡✳
❈❡tt❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❞♦♠✐♥é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❜❧❡ ❝❛r

∀n ∈ N
∗ ∀x ∈ [1; +∞[

∣

∣

∣

∣

n sin(1/x)

x2 + n2x
√
x

∣

∣

∣

∣

≤ 1

x
√
x

✹



❡t ❧❛ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥❝❡ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ❡t ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡s
❛ss✉r❡ q✉❡

∫

R

1

x
√
x
1[1;+∞[(x) dλ(x) =

∫ +∞

1

1

x3/2
dx < +∞ ♣✉✐sq✉❡ 3/2 > 1

❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦♠✐♥é❡

lim
n→+∞

∫ +∞

1

n sin(1/x)

x2 + n2x
√
x
dx = lim

n→+∞

∫

R

n sin(1/x)

x2 + n2x
√
x
1[1;+∞[(x) dλ(x)

=

∫

R

lim
n→+∞

n sin(1/x)

x2 + n2x
√
x
1[1;+∞[(x) dλ(x) =

∫

R

0 dλ(x) = 0

❊① ✸✳ ❉é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞✬✉♥ r❛t

✶✮ (Xn)n ❡st ✉♥❡ ❝❤❛✐♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❡t ❞❡ ♠❛tr✐❝❡

0 1 2✸✴✹

✶✴✹

✶✴✹

✶✴✷

✶✴✹

✶✴✷

✶✴✷ π =





3/4 1/4 0
1/4 1/2 1/4
0 1/2 1/2





✷✮ ❖❜s❡r✈♦♥s ❧❡ r❛t à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù ✐❧ s❡ tr♦✉✈❡ à ❧✬ét❛❣❡ 2✱ ❞♦♥❝ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t X0 = 2✱
❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❧♦✐ ✐♥✐t✐❛❧❡ µ0 = (0, 0, 2)✳ ❖♥ ♥♦t❡ µn ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ Xn ❡t ♦♥ ✈❡✉t tr♦✉✈❡r ❧❛
♣r♦❜❛❜✐❧✐té µ3({0}) q✉✬✐❧ s♦✐t à ❧✬ét❛❣❡ ❞✉ ❜❛s tr♦✐s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ t❡♠♣s ♣❧✉s t❛r❞✳

µ1 = (0, 0, 1)π = (0, 1/2, 1/2) µ2 = (0, 1/2, 1/2)π = (1/8, 1/2, 3/8)

µ3 = (1/8, 1/2, 3/8)π = (
3

32
+

1

8
,
1

32
+

1

4
+

3

16
,
1

8
+

3

16
) = (

7

32
,
15

32
,
10

32
)

▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧❡ r❛t s♦✐t à ❧✬ét❛❣❡ 0 tr♦✐s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ t❡♠♣s ♣❧✉s t❛r❞ ❡st ❞❡ 7 ❝❤❛♥❝❡s s✉r
32✳

✸✮ ▲❛ ❝❤❛✐♥❡ ❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ✭t♦✉t ét❛t ❡st ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❛✉tr❡s✮

✹✮ ▲✬✐rré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ét❛ts ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♣ér✐♦❞❡✱ q✉✐ ✈❛✉t 1 ❝❛r P (X1 =
1|X0 = 1) > 0 ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ▲❛ ❝❤❛✐♥❡ ❡st ❞♦♥❝ ❛♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ ❆✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ét❛t ❡st ré❝✉rr❡♥t
♣✉✐sq✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ❡st ✜♥✐✳ ▲✬✐rré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉✬✐❧s s♦♥t t♦✉s ❞❡ ♠ê♠❡ ♥❛t✉r❡ ❞♦♥❝
t♦✉s ré❝✉rr❡♥ts✳

✺✮ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ré✈❡rs✐❜❧❡ µ = (a, b, c)✱ ❡❧❧❡ ❞♦✐t s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

a
1

4
= b

1

4
b
1

4
= c

1

2
a× 0 = c× 0 ✐✳❡✳ a = b = 2c

▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té µ = (2/5, 2/5, 1/5) ❡st ré✈❡rs✐❜❧❡✱ ❡t ❛✉ss✐ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣✉✐sq✉❡ t♦✉t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ré✈❡r✲
s✐❜❧❡ ❡st ❛✉ss✐ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡✳ ▲❛ ❝❤❛✐♥❡ ét❛♥t ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳

✻✮ ▲❛ ❝❤❛✐♥❡ ❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ µ = (2/5, 2/5, 1/5) ❞♦♥❝ ❞✬❛♣rès ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ❡r❣♦❞✐q✉❡

1

n+ 1

n
∑

k=0

1Xn=0 =
n

n+ 1

1

n

n
∑

k=0

1Xn=0
p.s.−−−−−→

n→+∞

∫

1x=0 dµ(x) = 2/5

❊♥ ♠♦②❡♥♥❡ s✉r ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡ ♣ér✐♦❞❡✱ ❧❡ r❛t ♣❛ss❡ 40% ❞❡ s♦♥ t❡♠♣s à ❧✬ét❛❣❡ ❞✉ ❜❛s✳

✺



✼✮ ▲❛ ❝❤❛✐♥❡ ét❛♥t ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❡t ❛♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ (2/5, 2/5, 1/5)✱ ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ❧♦✐ ❛ss✉r❡ q✉❡
♣♦✉r t♦✉t ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ e ❡t t♦✉t ❛✉tr❡ ét❛t e′ ♦♥ ❛ limn→+∞ P (Xn = e′|X0 = e) = µ({e′}) ❛✉tr❡♠❡♥t
❞✐t

lim
n→+∞

P ({Xn = e′} ∩ {X0 = e}) = µ({e′})P (X0 = e)

▲❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♣❛r t♦✉s ❧❡s ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡s P (Xn = e′) =
∑2

i=0 P (Xn = e′|X0 = i)P (X0 = i)
❡♥tr❛✐♥❡

lim
n→+∞

P (Xn = e′) =
2

∑

i=0

µ({e′})P (X0 = i) = µ({e′})

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t

∀e, e′ ∈ {0, 1, 2} lim
n→+∞

P (Xn = e′ , X0 = e) = µ({e′})P (X0 = e) = lim
n→+∞

P (Xn = e′)P (X0 = e)

✻


